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Es finalidad de esta tesis el estudio de la división del espacio en partes
de dimensiones finitas, con la máxima regularidad posible, esto es, con el
mínimo número de formas diferentes, de modo que por repeticibn de mbdulos
sencillos pueda llenarse totalmente un volumen cu.alquiera.
De entre las variadísimas modalidades de división del espacio en regiones
limitadas, vamos a restringir este estudio a las que cumplan algunas condi
ciones.
En primer lugar la superficie que separe dos regiones será una cara plana;
esta cara estará limitada por aristas rectilíneas. De esta manera cada re-
gión es un poliedro, y su superficie está formada por caras poligonales.
Las caras serán polígonos convexos, y también los poliedros, es decir, tan
to los ángulos planos como los diedros serán menores de 180°.
Como el poliedro más sencillo es el tetraedro, con cuatro caras, seis aris
tas y cuatro vértices, tales serán los números mfnimos de tales elementos
en la frontera de una región; y como el polígono más sencillo es el trián-
gulo, el número mínimo^de.aristas:y vértices de una cara es tres.
La frontera compartida por dos regiones puede ser una cara, o bien una
arista común, o pueden sólo compartir un vértice. También pueden estar to-
talmente aisladas entre sí. Si una de estas regiones poliédricas está to-
talmente rodeada por otras, éstas serán al menos cuatro, porque siempre
ahabrá una por cada cara, pero podría haber más que caras, estando algunas
en contacto a través de aristas y vértices. Un vértice interior de la com
partimentacibn pertenecerá al menos a cuatro aristas, cuatro espacios y
seis caras, mientras una arista interior es compartida por no menos de
tres espacios y tres caras, y naturalmente siempre por dos vértices.
Además de las condiciones anteriores impondremos otras: todas las aristas
serán de igual longitud, y los ángulos de cada cara iguales, con lo que
las caras han de ser polígonos regulares, y por ello inscriptibles en cir-
cunferencias. Si las caras fueran todas idénticas restringirfamos el estu-
dio a los poliedros regularés, pero como entonces las posibilidades de com
partimentación serían muy reducidas, vamos a dar entrada a todos los polie
dros de caras regulares y vértices iguales, condición esta última que ex-
tenderemos luego de los poliedros aislados a las compartimentaciones: en
todas las que estudiaremos los vértices serán iguales, concurriendo en ca-
da uno de ellos números iguales de los mismos poliedros, con las mismas ca
ras y aristas en cada vértice.
Es natural que, con estas condiciones, puedan hacerse coincidir unas regio
nes con otras mediante operaciones geométricas que mantengan ángulos y dis
tancias, traslación, giro y simetría, con lo que en definitiva lo que bus-
camos son sistemas de simetría que nos ĉonduzcan a la repetición de módu-
los idénticos por medio de movimientos. ^
Se divide este trabajo en dos partes: en la primera, correspondiente al
primer tomo, se estudian.los poliedros aislados, mientras que la segunda
parte, en el segundo tomo, se refiere a las agrupaciones de poliedros que
llenan el espacio, incluyendo al final dos tipos de compartimentaci^ón,
una del plano y otra del espacio, que sin ser regulares en sus vértices
emplean un minimo número de caras idénticas (dos para el plano y una sola
para el espacio).
TT
Comienza la primera parte (capítulo 1) estudiando los vértices de los po-
liedros aisladamente, como agrupaciones de polígonos regulares que compar-
ten todos un vértice y cada dos una arista. Inmediatamente se ve que las
agrupaciones de tres polígonos son inscriptibles en una esfera y las de
más de tres son deformables, puediéndoseles imponer la condición de que
también lo sean. En este caso todos los vértices contiguos al común se ha
llan sobre una circunferencia.
. Partiendo de aquí se desarrolla el capftulo siguiendo dos lfneas: por una
parte se busca un método general para calcular las relaciones métricas en
el conjunto formado, incluyendo e.l radio de la esfera que contiene a todos
los vértices, el radio de la circunferencia que contiene a los vértices
contiguos al común y datos sobre el ángulo poliedro (ángulos de las caras
y diedros que forman; f racción del espacio total que segregan las caras
del ángulo poliedro, supuestas prolongadas infinitamente; f racción de la
superficie esférica circunscrita que cubre las caras poligonales). Per
^ti^a parte se trata de realizar un inventario de todas las agrupaciones de
polígonos regulares que puedan ser inscritas en una esfera, incluyendo
aquellas en que el resultado sea una figúra plana, considerado el plano co
mo un caso particular de esfera, de radio infinitó.
Se dedica el capítulo segundo a estudiar las agrupaciones planas de polf-
gonos que pueden extenderse indefinidaménte conservando én todos sus vérti
ces la misma disposición, obteniendo los mosaicos planos regulares y semi-
rregulares, todos los cualés obedecen a unos pocos sistemas de simetrfa.
. En el capftulo 3, dedicado a las agrupaciones no planas, se extiendo el
procedimiento del capítulo anterior, buscando cuáles de ellas pueden cu-
brir totalmeñte la superficie esférica con vértices idénticos. Los polie-
dros obtenidos, regulares y semirregulares, se proyectan sobre la esfera
desde su centro, obteniéndose mosaicos esféricos cuyas caras són polígonos
III
esféricos y sus aristas arcos de circunferencia. Se observa que también




En los capftulos 2 y 3, además de las formas regulares y semirregulares,
aparecen otras, con dos tipos de vértices, cuyas caras son rombos, todas
iguales, a los que llamamos genéricamente romboedros. Los romboedros, aun
que no tienen en general cara ŝ regulares, ni son siempre inscriptibles en
una esfera, son elementos importantes que relacionan otros elementos de
los sistemas de simetría.
^E1 capitulo 4 pone en relación lo obtenido en los dos anteriores, detenién
dose especialmente en aquellos sistemas que no presentan un elemento de si
metrfa privilegiado (isótropos). Se agrupan los poliedros de estos cinco
sistemas (dos planos y tres no planos) buscando correspondencias entre ele
mentos que en cada uno de ellos ocupan posiciones comparables; y para po-
ner estas correspondencias en claro se buscan aquellas porciones elementa-
les (módulos) que por simetría originan todo el poliedro, estudiándolas pa
ralelamente en los distintos sistemas.
E1 capítulo 5 expone escuetamente los poliedros.regulares de los sistemas
no planos, para poner de manifiesto la dualidad que se da entre los perte-
necientes al mismo sistema, y el papel que como envolvente de los poliedros
duales tienen los romboedros. •
Remata la primera parte del trabajo con una exposición (capítulo 6) de to-
dos los poliedros semirregulares, analizando las relaciones entre los mis-
mos, y su génesis como intersecciones entre poliedros regulares duales, so
los o con los romboedros correspondientes. En el caso de los poliedros
achatados, que no tienen planos de simetría, intervienen los poliedros bá-
sico y dual correspondientes, junto con unos poliedros de caras iguales no
regulares, a los que provisionalmente denomino poliedros achatantes. Por






las usadas para los poliedros propiamente dichos, aunque en estos casos
está claro que las caras no se obtienen por intersección.
La segunda parte comienza (capítulo 7) con la búsqueda de agrupaciones de
aquellos poliedros vistos en la primera parte que pueden ocupar totalmen-
te el espacio, con vértices iguales. Como los poliedros de sistemas anisó
tropos producen empaquetamientos que no son más que una extensión al espa
cio de los sistemas planos totalmente paralela a ellos, se dedica mayor
atención a los sistemas isótropos.. Solamente el sistema cúbico puede for-
mar redes espaciales con un solo tipo de poliedro (redes regulares), mien
trás el tetraédrico y el cúbico pueden formarlas con dos o tres (semirre-
gulares), y el dodecaédrico no se presta a estas compartimentaciones, co-
mo tampoco lo hacen los poliedros que no tienen planos de simetría (acha-
tados). Se indican los centros y ejes de simetría que se repiten a lo lar
go de las redes, y en el sistema cúbico se esboza una dualidad espacial
que asocia espacio con vértice y arista con cara en dos redes cúbicas
duales. En la parte final del capítulo se analizan las redes tetraédricas
como una derivación de las cúbicas, pues aquel sistema es más bien una
versión menor subsidiaria de éste.
E1 capítulo 8 estudia los módulos espaciales elementales de las redes
vistas en el capítulo anterior; se consideran módulos la ŝ piezas carentes
de elementos de simetrfa que por acumulación producen los poliedros, y
por lo tanto las regiones de una compartimentación. Se estudian sus carac
terísticas dimensionales para los sistemas tetraédrico y cúbico, y se com
pleta la visión conjunta añadiendo paralelamente los módulos del sistema
del dodecaedro, aunque no intervengan sus poliedros en compartimentacio-
nes totales del espacio.
l.os dos últimos capítulos se dedican a compartimentaciones derivadas de
simetrías pentagonales. Después de constatar que el pentágono no permite
v
la ocupación total del plano, ni el dodecaedro la del espacio, se ve que
en cambio dan origen a piezas que sf lo hacen, si bien con un número de
combinaciones posibles en los vértices bastante elevado, lejos de^la re-




Asf, en el capftulo 9 se estudian los rombos de Penrose, que son dos
rombos obtenidos de los módulos elementales del pentágono y el decágono
regulares, de modo idéntico a cbmo en el capftulo 4 se obtienen las re-
des rómbicas asociadas al triángulo equilátero, cuadrado y exágono. Se
analizan sus caracteristicas métricas y se catalogan todas las posibili-
dades de agrupación alrededor de un vértice.
Y de modo paralelo, en el capftulo 10 se investiga la utilización del mó
dulo elemental del sistema dodecaédrico para obtener dos romboedros, am-
bos con un mismo tipo de cara, que permiten llenar el espacio completa-
mente, con un número de aristas posibles igual al de vértices de la divi
sión plana, y un número de vértices diferentes todavía mayor, terminando
con la indicación, sobre la superficie de un icosaedro, de la intersec-
ción con el mismo de las distintas combinaciones posibles de romboedros
en torno a una arista, haciendo coincidir el vértice de cada agrupacibn
con el centro del icosaedro.
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^ LA COMPARTIMENTACION DEL ESPACIO
1. ANGULOS POLIEDROS
1.1 P.I,ANT^AMl EN1^0 ^ TEOR ICO .
1.1.1. UN POLIGONO EN EL ESPACIO
E1 elemento básico de partida para este estudio es el polígono regular:
porción del plano cerrada, limitada por lados, segmentós iguales en
contacto por sus extremos, los vértices, en los que forman ángulos
iguales. el centro del polígono, punto de su plano equidistar^te de los
vértices, es tambien centro de una circunferencia circunscrita al polígo
no y de otra inscrita.
La recta perpendicular al plano por este centro, a la que llamaremos
eje normal, es un lugar geométrico de interés: cada punto.del eje normal
es centro de una superficie esférica que contiene a la circunferencia
circunscrita al polígono, de otra esfera conteniendo a la circunferencia
inscrita y de otra más, tangente al plano del polígono en su centro. Po-
demos denominarlas en lo sucesivo como la esfera de los vértices, la es-
fera de los lados y la esfera de la cara.
Para la intersección del eje normal con el plano del polígono, los valo-
res de los radios de las esferas son mínimos. Estos valores son: eI ra-
dio del polígono para la esfera ae los vértices, la apotema para la de
los lados y valor cero para la de la cara. A1 alejarse el centro sobre
el^eje normal las tres esferas aumentan su radio, acercándose al mismo
tiempo entre sí. Cuando el centro de las esferas tiende al punto impro-
pio del eje normal, sus superficies tienden a confundirse con el plano
del polígono, lo que permite considerar a dicho plano como una esfera
más, de radio infinito.
1
!1^.1.2. DOS POLIGONOS CON UN LAUO COMUN ^
Consideremos ahora un segundo polígono, de igual lado que el primero,
ambos de cualquier número de lados. Hagamos coincidir un lado del pri-
mero con otro del segundo; a partir de ahora llamaremos arista a este
lado común. La arista es por la tanto la recta común a los planos de
ambos polígonos, que formarán un cierto ángulo diedro. Las apotemas
que concurren en el centro de la arista definen el plano normal a la
misma, y el ángulo que forman las apotemas es la sección normal que
mide el valor del diedro. E1 plano normal contiene a ambos ejes norma-
les, que se cortan en un punto común. La superficie esférica cor^ c^n-
tro en^:dichó^punto.y que pasa por los vertices extremos de la arista
es la esfera de los vértices de ambos polígonos, y esfera circunscrita
del conjunto que forman, pero como este conjunto conserva un grado de
libertad, al ser arbitrario el valor del diedro, cuando éste varía en-
tre 0° y 180°, lo hace el radio de la esfera circunscrita, con un va-
lor mínimo cuando el eje normal a uno de los polígonos pasa por el
centro del otro, y que aumenta al alejarse de esta posición. Para un
ángulo de 180° los ejes normales se hacen paralelos, el radio de la
esfera infinito y los polígonos coplanarios.
Naturalmente, el ángulo que forman los.ejes normales es el suplementa-
rio de la sección normal del diedro.
1.1.3. TRES POLIGONOS CON UN UERTICE COMUN
Los lados de cada.polígonos contiguos a la arista común en uno de sus
vértices extremos forman ún cierto ángulo, variable con la sección
normal del diedro; con las limitaciones que luego se verán, podemos ha-
cer coincidir el ángulo de estos lados con el valor del ángulo en el
vértice de un tercer polígono regular, de número de lados coincidente,
o no, con alguno de los dos anteriores. Si el lado del tercer polígono
es de igual medida de los dos primeros encajarán perfectamente los
^
tres polígonos, con un vértice compartido por todos y tres más por ca-
da dos; la figura no tendrá ya ningún grado de libertad. La esfera ĉir
cunscrita a los dos primeros polígonos contendrá tres vértices, pertene r
cientes a ellos, del tercero, y por lo tanto contendrá a la circunferen
cia que pasa por dichos tres vértices que a su vez contiene a todos los
demás. En definitiva, la esfera está circunscrita a los tres polígonos, ^
los tres planos, con un vértice y tres aristas comunes, definen tres
diedros cuyas tres secciones normales se cortan en tres ejes normales,
que se cortan a su vez en un único punto, centro de la esfera circuns-
crita.
En la figura 1.1.1. a. se ha representado lo dicho hasta ahora: P1,
P2; i'3^son los centros de los polí ĝonos,^a1 es la arista del primer
diedro, y a2, a3 las aristas de los diedros formados al añadir el ter-
cer polígono. VO es el vértice del triedro, donde concurren a1, a2, a3.
L, M y N son los^centros de las aristas, siendo OP1, OP2 y OP3 los ejes
•
normales; OP1 LP2, OP2 MP3 y OP^ NP3 los planos normales de los diedros,
y 0 el centro de la esfera de los vértices. ^
La simetría de cada dos polígonos respecto a los planos normales a su
correspondiente arista permitiría colocar otro polígono igual al de cen
tro P3^ (polígono P3, para abreviar) en V1, otro.igual a P1 en V2 y otro
más, igual a P2, en V3. De este modo podemos extender la red poligonal,
manteniendo todos los vértices sobre la superficie esférica.
E1 ángulo del polígono P3 en VO tiene una limitación clara: la suma de
los ángulos de los tres polígonos concurrentes no puede exceder de 360°,
porque la suma de las caras de un triedro tiene este valor máximo. E1
caso de suma de ángulos igual a 360° exige (salvo en un caso que veremos
más adelante) que los tres diedros valgan 180°, Ios planos de los pblí-
gonos coincidan y los ejes normales sean paralelos, con 0 como punto




FIG 1. 1. 1.a
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1.1.4. MAS DE TRES POLIGONOS CON UN VERTICE COMUN
Dados los dos primeros polígonos, en lugar de yuxtaponer a las aristas
a2 y a3 un solo polígono, se pueden intercalar dos o más. E1 número
total de aristas en UO es en este caso de cuatro o más, y así mismo el
de diedros. La figura que se obtiene no es estable, pues el conjunto
de diedros mantiene un grado de libertad, o más. Si la concavidad de
los diedros se alterna, puede obtenerse una figura plegada sobre un
vértice sin limitaciones. Pero si obligamos a los diedros a mantener la
concavidad hacia la misma región del espacio tenemos la misma limitación
que antes: la suma total de los ángulos de las.caras concurrentes en un
vértice no puede superar los 360°. Como el ángulo mínimo de un polígono
regular es de 60° (triángulo equilátero), en un ángulo poliedro convexo
(cóncavo desde la otra región del espacio) no puede haber más de cinco
polígonos (los seis de 60° del caso límite corresponden a la yuxtaposi-
ción de seis triángulos equiláteros en un mismo plano).
1.1.5. ANGULOS POLIEDROS CONVEXOS ^
Tenemos entonces, tres tipos de ángulos poliedros convexos con caras re
gulares: los del primer tipo, de tres caras por vértice, rígidos y con
todos los vértices sobre una esfera; los del segundo de cuatro caras
(y cuatro aristas) por vértice, con un grado de libertad, que pueden mo-
dificar su forma al alterar uno de sus diedros; y un tercer tipo, de cin
ĉó caras y cin ĉó aristas por vértice, con dos grados^de libertad, que ha
cen depender la forma del conjunto del valor de dos de sus diedros.
^Podrán los ángulos poliedros de estos dos últimos tipos alcanzar, como
la tienen los del primero, una configuración en que los vértices de to-
das sus caras se hallen sobre una sola superficie esférica? Intentaremos




1.1.6. ANGULOS POLIEDROS INSCRIPTIBLES^EN LA ESFERA
Sean los primeros polígonos P1y P2, unidos por^.la arista a1 y formando
un diedro de valor ^1; en la figura 1.1.2. que representa la sección
normal a alpor^•su ce^^tro L( ver la figura 1.1.1.), P1 L y P2 L son las
apotemas de ambos polígonos; oc1 mide el diedro; 0 es el centro de las
esferas de ambas caras, de la de Ias aristas y de la de los vértices;
OP1 y OP2 dan los radios de las esferas de ambas caras, siendo sus rec
^^
tas los ejes normales; el ángulo P10P2 es^suplementario de oc1; OL es
el radio de la esfera de las aristas.
La figura 1.1.3. representa el^plano VOOV1 de la figura 1.1.1.; en
ella R=0V0=0V1 es el radio de la esfera de los vértices.
Se verifica ( Pitágoras):
R2= 0V2= 0L2 + LV2 (figura 1.1.3.)
OL2= OP2 + PL2 ( figura 1.1.2.}
R2 = OP2 + PL2 + LV2
Esto es: el radio (variable) de la esfera de^los vértices es la suma pi
tagórica del radio (tambien variable) de la esfera de una cara, la apo-
tema de la misma y el semilado ( ambos valores constantes).
Podemos escribir asímismo:
OP^2 = 0V2 - P^LZ - LUZ
OP^ = R2 -(P^L2 + LV2) = R2 - r'2
Siendo r^ el radio del polígono (suma pitagórica de su apotema y su semi
lado). Es claro que si OP1=0, R=r1, es decir: la menor esfera circuns-
criptible a dos polígonos con una arista común corresponde al ángulo
para el que el eje normal de uno de los polígonos (PZ) pasa por el cen-
tro del otro (P1). En este caso (figura 1.1.4.) el radio de la esfera
de este último polígono se anula, el radio de la esfera de las aristas






e^: esfera de la cara 1
e2: esfera de la' cara 2
e3: esfera de las aristas







































































tices es el de la circunferencia circunscrita. Los círculos insc^ito y
circunscrito son círculos máximos de las esferas correspondientes.
1.1.7. EL RADIO DE LA ESFERA, VARIABLE INDEPENDIENTE
Hemos tomado, pues, R como variable independiente, a partir de su valor
mínimo r1. Si R crece tendiendo a infinito, OP1 crece también, a partir
de cero, tendiendo asímismo a infinito (figura 1.1,5.). La función
OP = R2 - r 2, abreviadamente OP = f(R), es contínua y creciente en1 1 1 1
todo el intervalo de R comprendido entre r1 ecao: [r1,oo).
1.1.8. EL DIEDRO DE DOS CARAS
Veamos ahora (figura 1.1.6.) como depende x1 de OP1:
OP12 + P1L2 = UP22 + P2L2 = OLZ .
OP22^= OL2 - P2L2 = OP12 + P1L2 - P2L2
OP = OP12 + k22
Siendo k constante, diferencia pitagórica entre las apotemas de ambos
polfgonos. Si ambos fueren iguales, las esferas de las caras coincidi-
rán. Podemos adelantar que es el caso de los poliedros reguiares.
Para OP1=0, es OP2=k; vemos pues que k es el.radio de la esfera de una
cara, cuando se anula la esfera de la otra (figura 1.1.7.).
Si ambos polígonos son iguales, se verifica:
P2=P1 =0
P1L = P2L
^1- ^12= ^11 - 0
Ambas caras coinciden, orientadas a distinto semiespacio, encerrando en
tre ellas un volumen nulo.
9
Podemos decir entonces que un polígono en el espacio es un poliedro
regular de dos caras (*).
De la anterior relación entre OP1 y OP2 concluimos que para OP1 cre-




a11 = arc tg ^ ^
1
. OP ^OP 2 + k2
^12=arctg 2=arctg 1
P2L . P2L
Ambas funciones continuas y crecientes para todos los valores conside-
rados de la variable OP1 , de 0 a.oo ;.[O,o^).
°^1 - oG11 +oG12 = f2 (OP1)
•
e
Y es f 2 continua y creciente, etc. etc.
1.1.9. ANGULO QUE FORMAN LAS ARISTAS CONTIGUAS A LA COMUN
Volvamos a la figura 1.1.1. Supongamos que aun no hemos añadido el ter
^^
cer polígono; el ángulo P1LP2= a1 es aún variable, las aristas a2 y
definen un plano variable, y forman un ángulo tambien variable. Sea
este ángulo, siendo ^1 y^ 2
a3
^3
los correspondientes a a13 y a a1 á,
^*) -
Nótese que el plano, en sí mismo, no tiene caras; éstas aparecen cuando,
desde.el espacio tridimensional, consideramos las regiones separadas por
él. Dos puntos son de la misma región si existe una línea continua a la
que pertenezcan ambos y cuya intersección con el plano sea el conjunto
vacío. Si no existe tal línea son de regiones distintas. Sólo desde una
región del espacio aparece el plano como cara.
10
r*
respectivamente, es decir, los ángulos de los polígonos P1 y P2.
Supongamos por ahora, para mayor sencillez, el valor de la arista
a1= a2=a3=1. Tracemos la esféra de centro VO y radio unidad: la inter-
sección de esta esfera unitaria con los planos de los polígonos a1a3,
a1a2 y el plano a2^3 producirá tres circunferencias máximas que se
cortan entre sí en V1, V2 y V3 (figura 1.1.8.) y definen un triángulo
esférico (figura 1.1.9.). Los ángulos de este triángulo coinciden con
los valores de los diedros oG1,oc2 y^ 3, y los lados con la medida, en
radianes, de ^ 1,^2 y f33. Si^endo ^x1 la variable y^1 y^32 valores f i-
jo.s, ^3 es función de ^1 ^ 0^`31<180°, 0^32<180°.
El teorema del coseno de la trigonometría esférica afirma:
k1 k2 ^^
cos ^33 = ĉos ^ 1 . co ŝ ^ 2 + ŝen ^31. sen ^3 2. cos o^1 =^( oG 1)
^3 = arc^ cos ^^ ( o^ 1)^
•
Par^, 0^1 acotado entre 0° y 180°, cos o^1 es una función continua,
acotada entre -1 y 1; ^(aG1)= k1 + k2cosoGl tambieñ lo es, acotada en
tre k1 + k2 y k1 - k2, es decir entre
k 1+ k2 = cos ^31 . cos ^3 2+ sen ^ 1. sen^3 2= cos (^ 1-^ 2)
k 1 - k2 = cos ^ 1. cos ^ 2 - sen ^1. sen ^32 = cos ( ^31 + ^2 )
valores en todo caso acotados también entre -1 y 1; como ^3 está acota
do^^riecesariamente entre 0° y 180°, podemos afirmar qúe es función conti
nua de ^G1
.
^3 = f 3 ( ^ 1) ^
Para ver si es función creciente con ^1, veamos su derivada:
d^3 -1 ^
^ - . sen ^1,. s,en ^32. ( -sen oc1)^ _ ,
d^1 1 _^ ^ ' .
sen^1 . sen^2 sen^1. sen^2
senocl_ . senal =
1-cos2^3 sen
^ FIG 1. 1. 8.
•





Valor siempre positivo y finito, salvo el caso de que ^ 3=0^°, pero en-
tonces también es oG1=0° (caso de los polígonos P1y P2 iguales y coin-
cidentes), en que aparece la indeterminación á, como también aparece
si ^3= 180°, con ^1 igualmente 180° (caso de figura plana, con ángulos
suplementarios en P1 y P2: exágono con triángulo o dos cuadrados adya-
centes, en el plano); en cualquier caso, para el intervalo abierto
(0°, 180°) la función ^3=f3(o^1) es continúa y creciente.
En resumidas cuentas:
^3 = f 3 (^1) ^
p^1= f2(OP1)
OP1 = f 1(R) _
I-3 = f 3^f 2Cf 1(R)^J = F(R) -
.Siendo esta función continua y creciente:en el intervalo (r1,oo).
Consecuentemente, cuando R, radio de la esfera de los vértices, crece
desde su valor mínimo r1 tendiendo a infinito, OP1, radio de la esfera
inscrita en P1, lo hace entre 0 e^; 0^1 crece simultáneamente desáe un
cierto valor dependiente de qué polígonos sean P1 y P2(0° si son igua-
les) hasta 180°, y^ crece asímismo desde su valor mínimo (0° sólo si
los^polígonos son iguales: el "poliedro de dos caras" antes aludido)
hasta un máximo que corresponde a R--o^,OP1-^^, ^- ► 180° : las esferas de
los vértices de las aristas y de las caras se han convertido en un pl^a
no, en el que se hallan yuxtapuestos por su arista Ios dos polígonos, y
^1 +^2 + ^33 = 360°. El valor máximo posible de ^33 es pues:
^3 = 360 ° . - (^1 + Í^ 2 )
.1.1.10. TRIEDRU CON UNA CARA VAR^ABLE
Operaremos ahora de la siguiente manera: .
Desde su valor mínimo, aumentaremos el radio de la esfera circunscrita




méntando. Cuando ^ 3alcance el valo,r del ángulo de algún polígono regular,
podremos encajarlo entre a2 y a3 (figura 1.1.17.a.); al tener este tercer
polígono tres vértices (V0, V2, V3 de la figura^1.1.1.) en la esfera, los
tiené todos, como ya vimos; si el radio de la esfera aun es finito, pode-
mos aumentarlo, aumentando también ^c1 y manteniendo sobre ella los vérti-
ces de P1 y P2. E1 tercer polígono P3 puede asímismo mantener los vérti-
ces sobre la esfera, manteniendo la arista^a2 como nexo con P2 y aumentan
do el ángulot^2: basta con sustituir en todo lo anteriormente razonado pa
ra P1 y P2, P1 por P2, P2 por P3, a1 por a2, V1 por V2, L por M, pZl^por
a2.
En la figura 1.1.10. vemos lo que ocurre con el triángulo esférico V^V2V3
al crecer la esfera de los vértices. Desde este momento usaremos los sub-
í nd i ĉes 31 ó 32 en 1 ugar de 3 para de j ar e 1 3 asoc i ado a^a3^.: ^(-f ^ gura 1.1.11 .)
1.1.11. COMO CRECE EL TRIEDRO CON EL RADIO DE LA ESFERA
Los^ diedros oG1 y Cti2 .^recen cori R,:^ ^mientras^ que ^32,.. ángulo del pol ígono P2,
. permanece constante; como ^1 y ^3 son valores también constantes dados por
los polígonos respectivos, los incremeñtos de OG^ y oG2 hacen imposible el
mantenimiento del vértice V3, pues tendríamos en el triángulo aumento de
los ángulos no acompañado de aumento de los lados, lo que contradice,
por ejemplo, al teorema del coséno. E1 vértice V3, al que llamaremos aho-
ra V31, se desdobla en el que seguiremos llamando V3 ligado a P1, y en
V4, ligado a P3.
Tenemos ahora, además de U1V2V31, los triángulos V1V31V3 y V2V31U4. Ambos
son isósceles: tienen dos lados iguales (a^31 y^ 3, respectivamente) y
también dos ángulos, como demuestra inmediatamente el teorema de los se-
nos. Llamemos^ y^ a estos ángulos iguales, siendo ^ y 9 los lados opuestos
a Qoc1 e11oc2.
Como esta esfera, propiamente esfera trigonométrica, tiene radio unidad,
el área de un triángulo es el valor del exceso esférico, ^, expresado
en radianes. ^ ^n
FlG 1. 1. 10.








Cu.ando ^.a1 es suficientemente pequeño, tendente a 0(docl), el excéso
esférico ^-^0, y la suma de ángulos 2r.+ docl-^180°,con lo que ^-^90°.
^ ^
Análogamente para doc2,S.^90°, mientras que, teniendo R un valor finito,
«
•
son oc1 y^c2 menores de 180°, y también oc3<180°.
Veamos el triángulo V31V3V4. Aquí son infinitesimales dos de sus lados y
su área es un^infinitésimo de segundo orden. Lo estudi,aremos pues, en el
límite como plano (figura 1.1.12.). Llamarémos ^34a1 lado U3U4, y u, x,
^ a los tres ángulos. .^
Siendo a31 <180° , y r y^ tan pi^óximas a 90° como queramos, c. es el ángulo
suplementario de aG31, luego t..^U°, y como c. +K +a = 180°, es x+ñ<180° .
E1 teorema de los senos de la trigonometría ésférica tiende a coincidir
con el de la trigonometrfa plana, para ^, 8 y^4 pequeños:
sen^4 sen^ sen A
sen c, sen ñ sen K
sen c. sen ñ sen x
•
^, _ 9 sen c. _ Ŝ sen c.
4 sen K sen ^
i\
Valor de^l ángulo V3VOV4 necesariamente positivo, al menos en un entorno
de la variable R. ^
La separación de V3 y U4 produce un plano en el que está contenido ^4,
pero los planos de P1 y P3 siguen cortándose, ahora.en otra recta que
también pasa por VO y que produce en la esfera trigonométrica un punto
V32, que se obtiene prolongando los círculos máximos que pasan por U1 y
V3 y por UZ y V4, respectivamente.
El ángulo V V V, al que llamaremos ahora ^, coincide con 11 3 4 3 e valor del
diedro de arista a3, que por estar inscrito en lá esfera es también menor
16
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de 180°, e igual ocurre con V3V4V2 = oG4, valor del diedro de arista a4.
De aquí podemos deducir que: ^ ^
^3 = ^(' + x = 90° + x <180°^x<90°^90° -x>0°-^sen(90° -x )>0
^4 = S + ñ = 90° +ñ <180° ^^<90° ^90° -a>0°^sen(90° -^ )>0




sena32 = sen 90° - - sen 0° -x
Como 0^32 es tan próximo acx31 como queramos, y por tanto positivo, y así
mismo ^34> 0, son positivos los otros dos cocientes, y al serlo los divi
sores, lo son los dividendos, a los que llamaremos ^^31 e^^.
Incrementemos aún R, y con él crecerán aún másd^cl,^^c2, Ŝ
, e'^4'^^1' ^^3'
concretamente, la función ^4(R) nace con valor 0° a partir del triedro ^^
V1V2V31 y es continua y creciente. ^Es^indefinidamente creciente'^ Tiene
desde luego una cota superior en el valor ^34=360° - (^1 +^32 +^3), co-
rrespondiente a R-^o^ caso de poliedros apoyados.en el plano, pero ^^alcan-
zará esta función ^ creciente dicha cota super^i.^^r?^ Tratemos ..de seouir ^_el. cre-
cimiento de ^34.
A1 alejarnos de las dimensiones infinitesimales,^ los triángulos V1V31V3'
V2V31V4, V31V3V4 y V32V3U4 aumentan su exceso esférico, que se repartirá
de algún modo entre todos sus ángulos. A la vez se hace más patente que
1 os arcos V31 V3 y...V31 V4'. sa 1 vo que ^1 =^3 = 90° ( lo que ocurre s i P 1 y
P3 son cuadrados), no son de círculo máximo, pues son en realidad parale-
los t^razados desde los polos V1 y V2, respectivamente. De todos módos,
la diferencia obtenida por este hecho en los valores de ^, S, c., x, i^, no
afecta afortunadamente a sus sumas Y + K= oc3, ó+^_^4, r+ ^ +^ =360° -°G31 '
pués lo que aumentan unos al sustituir el arco de paralelo por el de cír-




Consideremos (figura 1.1.13.) c^ue ^4 ha alcanzado un cierto valor. Un in-
cremento suficientemente pequeño de a1 y°G3 produce en V3 y V4 desplaza-
mientos que podemos considerar perpendiculares a^31 y^ 3, respectivamen-
te; sean V'3 y V'4 las posiciones finales de U3 y V4. Dado el pequeño va-
lor de los desplazamientos0^,y d 6 podemos prescindir de la curvatura en
sentido perpendicular a(34 y, sin error apreciable, considerar el cua-
drilátero V3V4U'4V'3 como cilíndrico y desarrollarlo (a efectos de pro-
yección es válido : no lo sería tal vez a efectos de área). Así se ha re
presentado en la figura 1.1.14. Aunque a^y^e no sean iguales y V3V4,
V'3V'4 no sean por corisiguiente paralelas, haciendó estos incrementos su-
ficientemente pequeños podemos hacer el ángulo de V3V4 y V'3V`4 tan pe-
queño como queramos, y conseguir que en el trapeci^o V3V4BA^sea AB =
i^
_ ^ 4 = 4, en cambio el ánguló V'3V3A = 180° -^3 tiene un valor no
COS O°- ^ ^^
nulo para oc3<180°, y asímismo BV4V'4= 180° -^4 no es nulo si o^4<180°.
En consecuencia, para un desplazamiento d^ de V3 y otro 0 A de V4, será el
valor incrementado de ^34:
^1 ^4 + ^4 +^2 ^4
Y el valor del incremento de f34:
^^4 -^1 ^4 +a2^4 =^^ • sen (180° - ^^ 3) +d9.sen(180° - c^4)
Cuando los incrementos tienden a 0:
^ d^4= sen(180° - cc 3).d^+ sen(180° - ^4).d8 _._ ._ . __
Valores^todo ŝ éllos positivos, por lo que en definitiva, en función de la




Por ĉonsiguiente, mientras R crece con un valor finito, crecen OG1, ^2,^3 y





180° -^3-^0° y 180° -^4-^0° tienden también a 0 los incrementos^1^4 y
d2 ^4 y cori e 11 os 1 a der i vada de ^4 ( R), pero éste es prec i san^,nte e 1 ca-
so límite de figura plana en que ^
a1 = ^2 = ^ = ^ = 180 °3 4
.. ^
01 + ^2 + ^3 + ^34 = 360-
r
En algún momento de esta variación continua y creciente de ^34 en función
de R, puede coincidir con el ángulo de un polígono regular, y entonces
podemos encajarlo según aparece en la^figura 1.1.17.b.
1.1.13. ANGULO PENTAEDRO
Si aumentamos entonces el radio de la esfera de los vértices, reiterando
^ el proceso y desdoblando de nuevo la arista a3 en a3 y a5 y el vértice
V3 en V3 y V5, podremos introducir un nuevo ángulo ^35 (figura 1.1.15) que
podrá crecer aumentando R, como máximo ĥasta el valor límite^35 = 360° -
-(^1 +^32 + ^33 +^4), lo que en algunos casos puede permitir introducir
^otro quinto polígono en la esfera (figura 1.1.17.c.), todos ellos con
los vértices sobré su superficie, pues al estar allí V3, VO y V5, de te-
ner algún vértice más él polígono estaría en la circunferencia definida
por estos tres, y^con ella en la superficie esférica de los vértices.
1.1.14. Y NO HAY MAS
Como ya^hemos visto, sólo en el caso de que los^cinco polígonos sobre la
esfera sean triángulos equiláteros puede introducirse un sexto triángulo
equilátero (figura 1.1.16.),^^aumentando hasta el infinito el radio de la



















1.2. FORMACION Y CLASIFICACIONES
1.2.1. PROCEDIMIENTO ^
Para hacer un estudio sistemático de todas las variedades posibles de
ángulos poliedros regulares yuxtapuestos sobre un vértice e incriptibles
en una esfera,procederemos como sigue:
Comenzaremos estudiando los ángulos poliedros-de caras regulares iguales,
y los llamaremos ángulos poliedros regulares.
A continuación, veremos los formados por dos tipos de polígonos, ĉonside-
rándo diferentes los que, con el mismo-número de polígonos de cada tipo,
los presenten en diferente orden (permutaciones circulares con repeti-
ción).
Consideraremos luego los formados por tres tipos. de polígonos diferentes,
con el mismo criterio del párrafo anterior.
Naturalmente, cesará nuestra búsqueda cuando la suma de los ángulos concu-
rrentes de los polígonos alcance 360°.
Debido a ello, podemos asegurar que no existen ángulos poliedros convexos
(cóncavos) con cuatro tipos de poliedros concurrentes, pues si, para mini-
mizar la suma de lós ángulos, comenzamos con el triángulo equilátero, se-
guimos con el cuadrado, a continuación el pentágono e intentamos introdu-
cir luego el exágono, no podremos hacerlo, porque juntos suman ya
60° + 90° +^108° + 120° = 378° > 360°. -
1.2.2. . ^
NOTACION
Denotaremos un ángulo poliedro colocando entre paréntesis cifras sucesi-
vas, correspondientes al número de lados de los polígonos consecutivos;
así, (3, 4, 5) indica la yuxtaposición con un vértice común de un triángu-
lo, un cuadrado y un pentágono. E1 orden de las caras será aquel en que
las cifras sucesivas formen el menor número posible dentro de la misma
permutación circular; en el ejemplo anterior, aunque (4,5,3) sea el mismo
ángulo poliedro, preferiremos la primera denominación. El poliedro
(3, 5, 4), que ca.mbia el sentido de giro alredédor el vértice, no será el
mismo, aunque ambas formas poseen simetría especular entre sí; se llaman
enantiomorfos. Cuando un poliedro coincide con su enantiomorfo tiene,^al
menos, un plano de simetría, y para^abreviar sólo hablaremos de enantio-




E1 estudio de un ángulo poliedro inscriptible én la esfera (podemos llamar-
lo en lo sucesivo, abreviadamente,.póliedro) incluirá de modo preferente
su relación con dos ^superficies esféricas (figura 1.2.1.): Ia primera de
ellas contiene a todos sus vértices, y es la que hemos llamado "esfera de
los vértices"; la segunda tiene por centro el vértice del poliedro y por.
radio la arista., conteniendo por lo tanto a los vértices contiguos al del
poliedro, y es la que, haciendo la arista igual a la unidad, hemos llamado
antes esfera unitaria, o trigonométrica.
1.2.4. ESPACIO CUBIERTO
En relación con la esfera de los vértices.nos interesa saber qué porción de
la misma cubre el poliedro si lo proyectamos desde su centro 0 sobre la es-
fera y qué porción cubre cada cara diferente. Pueden medirse estos ángulos
en estereorradianes, y entonces la esfera completa mide 4 n, o en f racción
de esfera, dividiendo la cantidad anterior por 4^. Obviamente en los polie
dros-^planos la "esfera" tiene superficie iñfinita y este ángulo es 0. Lla-
maremos a este ángulo sólido "espacio cubierto" (^ ^) (punto de vista: el
centro de la esfera de los vértices).
1.2.5. ESPACIO SEGREGADO
Con respecto a la esfera trigonométrica cuyo centro es el vértice del po-
liedro buscamos el polfgono esférico que interceptan las caras en ella. Su
medida da el ángulo sóliao abarcado por el poliedro, pudiendo medirse tam-
bién en estereorradianes o en fracción de esfera. Los poliedros planos
w•
FIG 1. 2. 1.






abarcan un ángulo sólido de 2 T[estereorradianes, o media esfera. A este
án ĝulo sólido lo llamaremos "espacio segregado" (Es) (puñto de vista en
el vértice VO).
1.2.6. DEFECTO PLANO
Ambos ángulos sólidos tienen relación con la suma de los ángulos de las
caras del poliedro en el vértice común, y más concretamente con la dife-
rencia entre dicha suma y 360°, a la que llamaremos "defecto plano'' (^p).
El defecto plano guarda relación con el espacio segregado: A grandes ras-
gos, cuanto menor es el defecto plano, mayor es el espacio segregado; en
los poliedros planos es p=0, y^s=2n, o un semiespacio, máximo valor po-
sible. En cambio, én el poliedro (3, 3, 3), (triedro del tetraedro regu-
lar), es ó=180° y^s=0,55 rad2, ó 0,0439 esferas (4,39% de espacio se-
P
gregado), valores que corresponden a un exceso esférico de 31° 35'. Estos
valores son el máximo posible de defecto plano y correspondena un espacio
segregado muy pequeño.
Cuando las caras del poliedro son desiguales, el espacio segregado no au-
menta tanto al disminuir el defecto plano: así, en los prismas regulares
y antiprismas que veremos más ádelante, cuando ^p 0 al aumentar el núme-
ro de caras del polígono base, C Ŝ^rad2, ó^1/4 de espacio, la mitad que
los poliedros planos.
E1 defecto plano se obtiene facilmente. E1 espacio cubierto también puede
obtenerse, porque un polígono regular, proyectado sob^re la esfera de los
vértices, da un polígono esférico fácil de descomponer en triángulos es-
féricos iguales. Pero previamente hay que determinar R.
E1 espacio segregado es inmediato para los triedros, mediante la fórmula
de L' Huilier:
^_ p p-^1 p^2 p^3 s i endo p=^1 +^2+Í^3tg 4,- tg2 . tg 2





1.2.7. RESOLUCION DE TRIEDROS
Las fórmulas de la trigonometría esférica permiten resolver los triedros
a partir de los ángulos de sus caras, que son los lados de un triángulo
esférico, de los que se deducen los ángulos, que son los diedros dei trie
dro.
De los diedros y las apotemas de los polígonos se deducen los cúadriláte-
ros OP1LP2, OP2MP3, OP3NP1, rectángulos todos en P1, P2 y P3, y R, como
suma pitagórica de OP, la correspondiente apotema y el semilado(figura
1.1.17.).
1.2.8. TETRAEDROS Y PENTAEDROS -
Para ángulos poliedros de cuatro o cinco caras Ia^cuestión es más compli-
cada, porque los correspondientes poligonos esféricos sobre la esfera
trigonométrica sori deformables (uno y dos grados de libertad, respectiva-
mente), y habrfa que fijar sus posiciones y triangularlos luego para ob-
tener sus áreas. ^ ^
1.2.9. LA CIRCUNFERENCIA DE LOS UERTICES CONTIGUOS A VO
Un modo de abordar la cuestión puede ser el siguiente:
Los vértices V1, V2, V3, V4 y en su caso V5 se hallan simultáneamente so-
bre la "esfera de los vértices" y sobre la esfera trigonométrica, y por
consiguiente pertenecen a su intersección, que es necesariamente una cir-
cunferencia. E1 centro de esta circunferericia viene dado por la intersec-
,
ción de^su plano con el eje perpendicular al mismo OVO, que une^los cen-
tros de la esfera de los vértices 0 y de la trigonométrica VO.Las distan-
cias V3V1, V1V2, V2V4 y V4V3 (caso.de 4 caras) o bien las tres primeras
más V4V5 y V5V3 (caso de 5 caras) son conocidas, pués se trata de lados o
diagonales de polígonos regulares. Se tratará, pues, de inscribir cuerdas
de longitud conocida en una circunferencia de radio indeterminado. Puede





1.2.10. ESTUDIO PLANO DE ANGULOS POLIEDROS ABOVEDADOS
Planteado de este modo, el problema pasa al^dominio de la geometría pla-
na: Polígonos de 3, 4, 5 y en un caso 6 lados, de longitudes conocidas,
determinan una circunferencia que pasa por sus vértices. El número de
lados diferentes es como máximo tres, pues ya hemos visto que no hay po-
liedros convexos en que concurran cuatro tipos de polígonos distintos en
un mismo vértice. Cada lado mide lo que la diagonal mínima del polígono
correspondiente (distancia entre los dos vértices contiguos a uno dado:
para el triángulo no hay diagonales y esta distancia es el lado).
Si los polígonos son todos iguales, lo son sus diagonales mínimas, y al
inscribir éstas en la circunferencia se obtienen polígonos regulares, cu-
yo lado es la diagonal de las caras. Así se obtienen los poliedros regula
res de los tipos (a, a, a) cuyos vértices V1, V2, V3 forman un triángulo
equilátero, y que son (*) (3, 3, 3)T, (4, 4, 4)C, (5, 5, 5)D, (6, 6, 6)MR;
(a, a, a, a), cuyos vért.ices V1, V2, V3, U4 forman un cuadrado, y que son
(3, 3, 3, 3)0 y(4, 4, 4, 4)MR; (a, a, a, a, a), cuyos vértices V1, V2, V3,
V4, V5 forman un pentágono regular con el único representante
(3, 3, 3, 3, 3)I; y finalmente (a, a, a, a, a, a), único tipo de poliedro
(*)
Las letras y signos a continuación de los poliedros tienen los siguien-
tes significados:
T: tetraedro, C: cubo, 0: octaedro, D: dodecaedro, I: icosaedro, TT: te-
traedro truncado, CT: cubo truncado, C0: cuboctaedro, OT: octaedro trun-
cado, RCO: rombicuboctaedro, GRCO: gran rombicuboctaedro, CA: cubo acha-
tado, DT: dodecaedro truncado, ID: icosidodecaedro, IT: icosaedro trunca-
do, RID: rombiicosidodecaedro, GRID: gran rombiicosidodecaedro, DA: dode-
caedro achatado, Pn: prisma n-gonal, APn: antiprisma n-gonal, MR: mosaico
regular, MS: mosaico semirregular, *: forma no regu_lar, en: par de enan-
tiomorfos.
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convexo con seis polígonos concurrerites, con vérticés V1, U2, V3, V4, V5,
.w
V6 que forman un exágono regular y con un representante en solitário,^ '
(3, 3, 3, 3, 3, 3)MR.
Si concurren tres polígonos no todos iguales, puede ocurrir que dos sean
iguales, tipo (a, a, b) y el triángulo 11^V2V3 será isósceles, y escaleno
si los tres son distintos, tipo (a, b, c). En cualquiera de estos casos
la determinación del circuncentro C de dichos triángulos y del radio p de
la circunferencia circunscrita, como en ei párrafo anterior el radio del
polígono formado por las diagonales mínimas, es inmediata, en función
del lado del polígono.
Antes de plantear el problema en toda su generalidad, veamos los elemento ŝ
de los polígonos regulares que aparecerán en nuestro estudio.
1.2.11. POLIGONOS REGULARES
En lo que sigue se hace referencia a la figura 1.2.2.
Las letras que aparecen en dicha figura tienen los significados siguientes:
n: número de lados del polígonó
l: semilado del polígono .
r: radio del polígono
p: apotema ^
d: semidiagonal mínima
f: flecha (altura del triángulo cuya base es la diagonal mínima)
h: altura-del polígono . ,
oc: semiángulo central
c^: ángulo del polígono
Verificándose:
180^ 360°o^= n ^^ 2^= n ^^ ^= 180° - 2oc ^^ ^_(n-2)o^
.,
sen 2 e^ = d „ -. sen 2oc = 2sen ec cosa „ cos2 a= cos2o^ - sen2oC
.^^ sen oc = r r= 1 „ d= r. sen2 a= r.2senoc. cos o^sen oc
0
d= r.2 r. cos a= 2lcosa= 21cos 180-
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semidiagonal minima d = 2cos 180^
n
sen2a= d,^ r-s^ = 2senacoso^
- senoc = 1 0°
ser^-






tgo^= 1^^ p = tl a= ^ o
p g t9ñ -
para 1 = 1:
apotema




= cos2oc „ r- f= r.cos2oc „ f= r(1 - cos2a) _
= r (1 - cos2a+ sen2cx } = r ( senZoC+ senZa ) = 2r . sen^ ^G = 2sen o^ ^ sen2oG =
= 21. sen oc = 21. sen 180^n
Para 1 = 1:
flecha f= 2sen 180^
n
La diagonal minima une dos vértices contíguos a uno dado. En el caso deI
triángulo, que no tiene diagonales, tomamos como tal eI lado, y como ra-
dio y apotema las dos partes en que el céntro divide a--la alturá,^^equiva-
lentes a 2/3 y 1/3 de la misma. En el cuadrado y el pentágono sólo exis-
ten diagonales mínimas.
Los^polígonos de número impar de lados tienen por altura la suma de radio
y apotema, y en los de número par de lados la altura es el doble de la
apotema, mientras que el doble del radio es el diámetro, o diagonal máxi-
ma.
A continuación se incluye una tabla de polígonos que en función del lado
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Veamos con algún deten-imiento el caso del pentágono regular. En él la
rélacibn entre la diagonal y el lado es la llamada-=rázón áureá, cuyo





a2= 4-^2 ;, b2= r2-^2 „ a2+b2= 4+r2-2^2 „ a2-b2= 4-r2 „ a+b= r
a2+b2+2ab= r2 „ 2ab= r2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2-(a +b ) ,,.. 4a b = ^r -(a +b )1Cr -(a +b ) _
= r4-2(a2+b2)r2+(a2+b2)2= r4-2(a2+b2)r2+a4+b4+2a2b2 „
r4-2(a2+b2)r2+a4+b4-2aZb2= 0 „ r4-2(a2+b2)r2+(a2-b2)2= 0 „
r4-2(4+r2-2^2)r2+(4-r2)2= 0 „ r4-$r2-2r4+4^2r2+42+r4-8r2= 0 „
r2(4^2-16)+42= 0„ r2=
-16 = 4 2 ^^
-16+4^ 4-^
-^  ^ _, ^ _ , _^
.^:, r- ^= 2
^4^^ (2+^)(2-^
4-^_ ^^4^--1-^11 4 ^
V 4-^ V4-^
)
h= r+p= 2+^2_= 2+ , y siendo ^2= 1+^, quedan las expresiones
^ ^2+^)(2-^) . .
anteriores, para semilado 1= 1: .
2 _^_ , r- 2+^ hd= ^ 3r= f== -^ „U_^ ^^ p _ ^, ^, = _^ ^^
s e n 36° _'-- _ -^r 2
1.2.12. LA ESFERA DE LOS VERTICES EN FUNCION DEL RADIO DE LA CIRCUNFEREN
^CIA DE LOS VERTICES CONTIGUOS
ileamos, a partir de estos valores, qué relación existe entre el radio R de
la esfera de los vértices y el radio p de la circunferencia que contiene -
los Vi, 1^ 0 ( véase la figura 1.2.3.):
R=0P2 + UP2 = 0P2 + r2 „ OP2 = R2 - r2 „ FC = x
'.2 = VF2 + FC2 = d2 + FC2 „ FC2 = p2 - d2 „ U C= yP o
1 R FVO ^ R OP R R2-r2 R2 R2-r2
sen ^ _ ^ _ ^ ^^ ^ - FC " f = P -d2 ^^ ^ = P ^^
R2(p2- d2) = R2f2-r2f2 „ R2(d2+f2-P2) = r2f2 „ R2(412 - P2) = r2f2 „
2 r2f2 _ rf sen 1 1- n-21.sen(180°/n) 212R = --^-^ ^^ R - _
_ ^^







y para 1= 1:
R 4_P ^-^^/
i
Cóñ ĉ lú ŝ ión: Cuanto más próximo a 21 sea F, mayor e ŝ -R;^eñ^lá^-formas pla-
nasp=21, R=oo.
Ahora podemos obtener para los distintos casos el valor de P.
1.2.13. CASOS POSIBLES DE POLIEDROS ABOVEDADOS
Para estudiar el caso general, no habiendo más de tres polígonos distin-
tos, y llamando da=2d1, db=2d2, dc=2d3 a las diagonales mínimas de los
tres, pueden presentarse los s^iguientes tipos de poliedros:
con 3 polígonos con 4 polígonos con 5 polígonos con 6 polígónos
(a,a,a) (a,a,a,a) (a,a,a,a,á) (a,a,a,a,a,a)









1.2.13.1. TRIEDROS (a, b, c)
regulares
semirregulares
Los triedros (poliedros de tres polígonos) se resuelven mediante la fórmu-
la general:(figura 1.2.4.): ^ -
x d
p2 = d12 + x12 sen ^1= ^„ cos ^1= ^
P P
P2 = d22 + x22
p2 = d32 + x32
sen ^ = X2 „ cos ^ = d2
2 P_ 2 p
sen ^3= x-^ ^^ cos ^ _ d3P 3- P
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(a, a, a, a)
(a, a, a, b)
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^ 2^1+2^2+253= 180^ „^1+^2+^3= 90° „ sen(^1+^2+^3)= 1
sen(^1+^2+c^3)= sen c^l.cos(^2+^3)+cos ^1.sen(^ +^ )_ ^ ^2 3
= sen ^1 ^cos ^2cos ^3 - sen ^2sen c^^ +ĉos ^1 ^sen ^2cos ^3+cos ^2sen ^ ^ _3
=sen ^1cos ^2cos ^3+cos ^1sen ^2cos ^3+cos ^1cos ^ 2sen ^3-sen ^1sen ^2sen^3
x1 d2 d3 d1 x2 d3 d1 d2 x3 x1 xL x3
P^P P^ P P P + P P^ P P P P 1
R
x1:d2.d3 + d1.x2.d3 + d1.d2.x3 - x1.x2.x3 =
siendo x= p2 - d 21 1
_ 2 - 2
xz p d2
x3 = p2 _ d32
abreviadamente:^ xid.dk - xix.xk = P3
- J - .^,
xi 1 p - di
^_ 3
En definitiva, la única incógnita en esta ecuación es P, pues d1^,^,d2, d3
son datos del problema. E1 modo más sencillo de resolver la ecuación es dar
valores a p en la función
_ P3f(p) _, x^1^.d2.d3 +r x2.d1.d3 + x3.d1.d2 - x1.x2.^
El valor de p que anule f(p) será ,ia solución buscada.
Sabemos que la raíz que nos interesa es real y positiva, y, para 1=1, menor
que 2. Además podemos encontrar un valor aproximado gráficamente y ajustar-
lo con una calculadora de bolsillo. Utilizaremos el cuadro siguiente:
P x1 x2 x3 x1.x2.x3
Y a partir de p se obtiene inmediatamente R.
1.2.13.2. TETRAEDROS
Poliedros de cuatro polígonos.
1.2.13.2.1. CASO ( a,a,a;a) ^ ^






















1.2.13.2.2. CASO (a, a, a, b)
En la figura 1.2.6.^:
(x1 + x2)2 + (d2 - d1)2 = (2d1)2 „ x 2 + d 2 = p2 „1 1
2 2 2x2 + d2 = p
x12 + x22 + 2x1x2 + d22 + d12.- 2d1d2 = 4d12 „
x12^+ d12 + x22 + d22 + 2x1x2 - 2d1d2 = 4d12 „
p2+p2+2xx -2dd=4d2 „ P2+xx -dd -2d2=0 „1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
siendo x1 = p2 - d12
2^
x2 = ^ /p - d2 .
También aquí es P la ^única incógnita, y el modo más simple de resolver
la eeuación es dar valores a la función
f(P) = P2 + x1x2 - d^d2 - 2d^
Buscando una raíz real positiva menor que 21, partiendo de un valor apro-
ximado obteriido ĝráf^icamente y utilizando el cuadro siguiente hasta an ŭ -
lar f (P) :
^ p p2 x x x x f(P)1 2 1 2
y de aquí se obtendrá R. ^
1.2.13.2.3. CASO ( a, b, a, b)
En la figura 1.2.7.:








FIG 1. 2. 8.
(a, b, a, b)
(a, a, b, b)







1.2.13.2.4. CASO ( a, a, b, b)
1
de donde se deduce que la solución es la misma del caso anterior.
. ,
En la f^igura 1.2.8. vemos la simetría de los triángulos V V^^V , y V V'
1 3^4
1.2.13.2.5. CASO ( a, b, a, c)
En la figura 1.2.9.:
(x2+x3)2+(d3-d2)2=(2d1)2 ^^ x12+d12=P2 ^^x2+ „ x32+d32=p2
x22+x32+2x2x3+d32+d22-2d2d3= 4d12 „ x22+d22+x32+d32+2x x-2d d= 4d 2
23 23 1
P2+P2+2x2x3-2d2d3= 4d12 „ P2+x2x3-d2d3-2d12= 0, siendo x= P-d 2.2 2
. , X- 2-d2
3 P 3
Ecuación muy semejante a la del caso ( a,a,a,b), que se resuelve de idén-
tico modo.
1.2.13.2.6. CASOS ( a, a, b, c)
en(a, a, c, b)
Como se ve en la figura 1.2.10., de la simetría de los triángulos
v3V1v4 y v '3V4V1 se.infiere que la solución es la del caso anterior.
1.2.13.3. PENTAEDROS
Poliedros^de cinco polígonos.
1.2.13.3.1. CASO:(a, a, a, a, a)
^En la figura 1.2.11.:
^^d1 d1 d1 2d1
P sen^ 0- sen3 °^_^ ,f3_5 ►^ ^
^-
^" N I /n ""t I I " ^w YU ^ L yJ - y^ - UK l/ A ^ ...^ ^/ n .1 ^ ^ I^^ nA , n^ nlh .^ a L l^
Para 1= 1:
2 2 2 ^3-^ ^
Como el único poliedro de este tipo es (3, 3, 3, 3, 3), con d1=1=1, será:
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1a
F(G 1. 2. 10.
FIG 1. 2. 11.
F(G 1. 2.12.
Vi
(a, a, b, c)
( a, a, a, a, a)
(a, a, a, a, b)
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••
R= 1 3 4-^
^ = =z- V^
1.2.13.3.2. CASO (a, a, a, a, b)
En la figura 1.2.12.:
P2 = d12.+ x12 ^^ P2 d22 + x22 ^^ ^' 1 .= 90° - ^1 ^^ ^'2 = 90° - ^2 ^^
1
d 2 x xsen ^' - - ^,sen,, =
1
cos c^' = - c ^' - ?.,1 P
2
. „P
1 „P os 2 P „
4c^' 1 180° „ sen 4^'1
1 (2+^)(2-^) = 1
sen ^'2 „ sen
= 4.sen:^'1.cos3^'1-4.sen3^'1^cos ^'1 = sen ^'2
= 2.2sen`^'1.cos ^'1.(cos2^'1-sen2^'1)
3 . 3
4.^1. x1 - 4.d1 X1 = d? 4d .x 3-






Se hace : f(P) = 4d1.^ - 4d13.x1 - d2.P3
y se busca el valor de P real y positivo menor que dos que anule f(P),
mediante el siguiente cuadro a partir de un valor aproximado obtenido grá-
ficamente:
P x1 x31 P3 f(P)
1:2:13:3:3. CASO (a, a, a, b, b) ^
A él corresponde la figura 1.2.13. Forzosamente reducido a(3,3,3,4,4)MS,
que es una forma plana bastante trivial. ^
1.2.13.3.4. CASO ( a, a, b, a, b)
Figura 1.2.14. Reducido a(3, 3, 4, 3, 4)MS, también forma plana.
1..2.13.4. EXAEDRO
Poliedro de se^is polfgonos:
Caso ( a, a, a, a, a, a) (figura 1.2.15)^, con el único representante plano
y regular (3, 3, 3, 3, 3, 3)MR.
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. . .





F(G 1. 2. 14.
.FIG 1. 2.15.
fa,a,b,a,b)
f a, a, a, a, a, a)
44
1.2.13.5. EJEMPLOS DE RESOLUCION ^
Aplicaremos los procedimientos vistos en apartados anteriores a la resolu-
cibn de algunos poliedros.
1.2.13.5.1. TRIEDRO (3, 4, 5) *
Poliedro asimétrico que, junto al .(3,^5,.4:) *, forma una pareja de enantio-




cos ^3 = ^
P
2a+ 2^+- 2Y = 180° „ oc+ ^3+y- = 90° „ sen (a+^3+r) = 1 „ ^
sen (a+^+r) = senc^.cos (^+^ ) + cos c^ . sen (^3+^) _
. = sen a [ cos ^ cos r - sen ^3 sen r] ^ ^+ cosc^[sen ^3 cos r +cos ^ sen ^J =
= sen oc . cos ^ . cos ^ +cos oc . sen^ . cos^ +cos cx . cos ^ . sen ^ -sen ac . sen^. sen r =
=^X ^ ^+^_y ^+^^ Z-X ?'Z= 1P•P^P "P^P^P P^P^ P P^P^P 3
^.x + ^^2.y +^2.z - xyz = P , siendo x= = 2 = x(p)
y=
- 1 = y(p)
z= p - ^ = z(p) .
sea f(p) _ ^.x(p) + ^1^•y(p) + ^•z(p) - x(p)•y(p)•z(p) _ p3
Veamos qué valor de p anula f(p).
Sea p =^^1,62^.(de la construcción gráfica} el primer valor a tantear:
•
x^ z xz ^ ^ f
1,62 0,790189850 1,274519517 0,006366011 0,006411289 4;25^1528 -0,0053968662
1,63 0,810493676 1,287206277^ 0,197144646 0,205675597 4,330747 -0,0007675358
1,64^ 0,830421^579 1,299846145 0,267518245 0,288764621 4;^410944 -0,0033631149
1,635 0,820502894 1,293531986 0,234927672 0,249339718 '4,370722875 -0,0003042331
1,633 0,816510257 1,291003098 0,220578811 0,232515934 4,354703137 -0,0000000044
1,6329 0,816310241 1,290876605 0,219837261 0,231654787 4,353903179
-0,0000006891
1,63299 0,816490257 1,290990449 0,220504765 0,23242991 4,354623137
-0,0000000019
1,632993 0,816496257 1,290994244 0,220526981 0,232455719 4,354647^137 -0,0000000006
Este valor de f(p) _^x +^^2y +^2z - xyz - p3 es el más próximo a 0 que
• permite obtener la precisión de la calculadora..Constituye un valor bas-
tante aproximado de 8= 2. ^- = 2^ = 1,632993162.
^ ^
45
^ F I G 1. 2 . 16 . ^ Í1 --- ------- -- --^ ,^' / ^ ( 3, 4, 5)
•
F I G 1. 2. 17. I^ p `^ ^^y - 1 a P ^ ^ ( 3, 3, 3, 3, 4)
r
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A este valor corresponden los siguientes para las demás incógnitas del
•
prflblema :
x = 0,816496257 „ = arc
y = 1,290994244 „ = arc
z = 0,220526981 „ = arc
sen x= arc cos^= 30^
P P ^
sen P= arc cos ^_^ 52° 1^4' 19, 52"
P
sen ^ = arc cos !^= 7°45'40,48"
P P
A continuación incluimos los valores de las variables anteriores con expre-
siones que permitan afinar el cálculo tanto como se desee (siendo como ya
= „ cosoc.= _senoc= „ sen =^ 1^ ^ ^ ^
sabemos ^ = 5+1):2












J ^. ..- lI
2.^ 5 -2.3.5.
P3- ^V3^ - -^- ^ ^
1.2.13.5.2. PENTAEDRO (3, 3, 3, 3, 4)CA ^
Este poliedro como veremos más adelante, corresponde al vértice del polie-
dro semirregular denominado cubo achatado. Todo lo siguiente se refiere a
= 4senacos3a,- 4sen3cxcos^x =^sen^c „ 4cos3a- 4sen2acosac=^
la figura 1.2.17. ^
sen oc= ^ - ^P„ sen^  P„ sena^ = sen^3 „ 4oc+^3 = 180° „
sen 4oc= 2sen 2a.cos 20^„ sen 4oc = sen^3„ 2.2sen^c.cosa(cos2a-sen2o^)
4cos3oC-4 ( 1-cos2oc)cosoc =^ „ 4cos3oc+4cos3oC-4cosa-^2 = 0 „ --- ^ ^^- ^
8cos3c^-4cosoC^ = 0, y llamando . x al cose.no de oC, a= arc cos x; hemos de
encontrar el valor de x que anule la función y= 8x3 - 4x -^.
Resolveremos esta ecuación de tercer grado ^dando valores a x a partir de
uno aproximado obtenido gráficamente, arc cos 30°= 0,85 ^
X y
.
y ^ X .Y
0,85 +0,098786437 0,8426 ^ + 0,0011842998 0,84250916
-0,0000000319
0,84^ -0,032581562 0,84251 + 0,0000109177 0,842509163 0,0000000072
0,843 +0,0064032937 0,842509 - 0,0000021176 0,842509162 0,0000000059
0,842 -0,0066320583 0,8425092 + 0,0000004895 0,8425091625 = 0
0,8425 -0,000119437 0,84250918 + 0,0000002288
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Para este último valor de x es: ^
cx^= arc cos x= 32°35'38,27" „^S= 180°4a = 49°37'26,9^L" „
p= 1/sen a= 1;856382754 „ a1 = 1/tgoc= 1;564019478 „
á2 ^j/2/tg^ = 1,202562661 „
1.2.13.5.3. PENTAEDRO (3, 3, 3, 3, 5)DA .
Corresponde al vértice del poliedro semiregular llamado dodecaedro achatado.
Lo que sigue se refiere a la figura 1.2.18. ^
4a+ = 180° „ sen 4oC = sen „ sen ^ 1(^ ^3 ^3= p„ sen oc= P„ sen ^S =^. sen a„
sen 4cx = 2 sen 2a.cos 2a = 2.2 senacosa(cos2oG -sen2c^) = 4senacos3a-4sen3acosoc
4senacos3a- 4sen3oC cos a=^sen o^ „ 4cos3oC- 4sen2c^cos oC =^ „
4cos3a-4cosa(1-cos2oC) _ ^ „ 4cos3a.-4có ŝa+ 4cos3oc= ^ „ 8cos3oC-4cosa-^ = 0 „
M
t
Llamando cosoc= x„ o^ = arc cos x, hay que anular la función:
y=8x3-4x-^=0 '
Como en el^poliedro anterior podemos comenzar el tanteo a partir de x= 0,85,




















Siendo este último valor x= 0,857780750 el más aproximado que permite ob-
tener la calculadora, a él corresponden los siguientes valores de las de-
más variables: ^
o^= arc cos x= 30°55'S4,08" „^= 180^ - 4oG = 56°16'23,68" „
P= 1/ sen ^C = 1, 945465702 „ a 1= 1/tg oG = 1, 668783029 „
a2= ^/tg ^= 1,080186464 „ R= 2/ 4- P= 4,311674784 „
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FIG .1. 2. 18. I/ ^ P w^ ^'^^'"- ^w
^ V_ \ r^^, a p v ^3. 3^ 3. 3. 5)
•
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1.2.14.RELACION DE LOS POL.IEDROS ABOVEDADOS
Haremos un listado de los mismos, siguiendo el criterio de formación del
apartado 1.2.13., recordando que ^^i; 360° y que cualquier ^ es siempre
^I
menor que la suma de los demás.
!
1.2.14.1 TRIEDROS ^
(3, 3, 3)T, (4, 4, 4)C, (5, 5, 5)D, (6, 6, 6)MR
(3, 3, 4)*, (3, 3, 5)*
(4, 4, 5)P5, ... (4, 4, n)Pn, para 5,n--s^
(5, 5, 6)*,^(5, 5, 7)*, (5, 5, 8)*, (5, 5, 9)*, (5, 5, 10)*
(3, 4, 4)P3, (3, 5, 5)*, (3, 6, 6)TT, (3, 7, 7)*, (3, 8, 8)CT, (3, 9, 9)*,
(3, 10, 10)DT, (3, 11, 11)*, (3, 12, 12)MS
(4, 5, 5)*, (4, 6, 6)OT, (4, 7, 7)*, (4, 8, 8)MS
(5, 6, 6)IT
( 3 , 5 , 4, J *en' " ' ( 3 ^ n' 4 ) } *en , para 5;n<12) ( > > )
(3, 5, 6) *en, -. (3, 5, n) *en, para 6^n^0
(3, 6, 5) ' (3, n, 5)
( 3 , 6 , 7 ) *en , . . ( 3' 6' n ) *en , para 7,n --^ oo
^(3, 7, 6) ' (3, n, 6)
(3' 7' 8) *en, .. (3' ^' n) *en, para 8,n<42
.(3, 8, 7) ' (3, n, 7)
^3; ĝ ^ ĝ ) *en, ... (3' 8' ĝ ) *en, para 9<n<24) ( , , )
(3' 9' 10) *en, ... (3' 9' n) ^*en, para 10,n`18
(3^ 10^ 9) (3, n, 9)
(3, 10, 11) *en, ... (3, 10, n) *en, para 11_n^15
(3, 11, 10) (3, n, 10)
(3, 11, 12) * (3, 11, 13) * .
(3, 12, 11 )^^r^en' (3, 13, 11 ) en
(4, 5, 6) *en, ... (4, 5, n) *en, para 6,n,20
(4, 6, 5) (4, n, 5)
(4, 6, 6) *en,









(5, 6, 7) *en
(5, 7, .6)
1.2.14.2 POLIEDROS DE MAS DE TRES CARAS
Con cuatro polígonos:
(3, 3, 3, 3)0, (4, 4, 4, 4}MR
(3, 3, 3, 4)AP4, ... (3, 3, 3, n)APn, para 4,n -. o0
(3, 3, 4, 4) * (3, 3, 5, 5) * (3, 3, 6, 6) *
(3, 4, 3, 4)CO "(3, 5, 3, 5)ID (3, 6, 3, 6)MS
(3, 3, 4, 5) * (3, 3, 4, n) *
(3, 3, 5, 4) en (3, 3, n, 4) en^ para 5`n,12
(3, 4, 3, 5)*^^ (3, 4, 3, n)*
(3, 4, 4, 5) * (3, 4, 4, 6) *
(3, 5, 4, 4) en (3, 6, 4, 4) en
(3, 4, 5, 4)RID (3, 4, 6, 4)MS
(3, 3, 5, 6) * (3, 3, 5, 7) *
(3, 3, 6, 5) en (3, 3, 7, 5} en
(3, 5, 3, 6)* (3, 5, 3, 7)*
Con cinco polígonos: ^
(3, 3, 3, 3, 3)I
(3, 3, 3, 3, 4)CA,
(3, 3, 3, 3, 5)DA,
(3, 3, 3, 3, 6)MS
(3, 3, 3, 4, 4)MS, (3, 3, 4,3, 4)MS
Con seis polígonos:
(3, 3, 3, 3, 3, 3)MR
1 . 2 .15 . L I STA GENERAL DE -POL I EDROS -^ ^ ^ ^ ^ ^ ^-
Vamos a hacer este listado con un criterio distinto del de la anterior relacibn.
Comenzaremos por los poliedros que tienen un solo tipo de polígono, los llamados
poliedros regulares. Después veremos aquellos en que concurren en un vértice
dos tipos de poligonos, y finalmente los que tienen tres tipos de polígonos di-
ferentes. Todos estos poliedros no regulares pueden clasificar ŝe en semirregu-
lares e irregulares, lo que indicaremos poniendo junto:a estos últimos un as-
terisco. Ya veremos en qué consiste la diferencia entre unos y otros.
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1.2.15.1 POLIEDROS REGULARES ^
Como queda dicho tienen sus caras iguales. De estos poliedros vamos a señalar
tres datos: el defecto plano, el espacio cubierto y el espacio segregado, co-


























2^r( r2 } , ^ ( esf )2
1t(r2), 4(esf)
0












6 28(r2), 0,5 (esf )(^n ^
2,96(r2), 0,2357(esf)
6,286r2), 0,5 (esf)( 2^) .
1.2.15.2. POLIEDROS NO REGULARES
En estos poliedros sólo vamos a indicar el dato correspondiente al defecto
plano de cada uno de ellos. ^
1.2.15.2.1. CON DOS TIPOS DE POLIGONOS






















(3, 3, 3, 4)AP4
(:^, 3, 3, 5)AP5
(3, 3, 3, 6)AP6 .
(3, 3, 3, 7)AP7
(3, 3, 3, 8)AP8
(3, 3, 3, 9)AP9
^(3, 3, 3, 10)AP10
(3, 3, 3, 11)AP11
(3, 3, 3, 12)AP12
(3, 3, 3, 13)AP13
(3, 3, 3, n)APn^ .
(3, 3, 4, 4)*
(3, 3, 5, 5)*
(3, 3, 6, 6)*
(3, 4, 3, 4)CO
(3, 5, 3, 5)ID
(3, 6, 3, 6)MS
(3, 4, 4, 4)RCO
(3, 3, 3, 3, 4)CA
(3, 3, 3, 3, 5)DA
(3, 3, 3, 3, 6)MS
(3, 3, 3, 4, 4)MS
(3, 3, 4, 3, 4)MS
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(5, 5, 7)* .














(3, 4, 5) *en
(3, :5^; 4)
^3, 4, 6) *en
(3, 6, 4)
(3' 4' 7) *en
(3, 7, 4)
(3' 4' 8) *en
(3, 8, 4) ^
( 3' 4' . 9 )} *en(3, 9, 4)
(3, 4, 10) *en
(3, 10, 4)}
































(3, 3, 4, 5) *en
(3, 3, 5, 4)
(3, 4, 3, 5) *
(3, 3, 4, 6) *en
(3, 3, 6, 4)
(3, 4, 3, 6) *
(3, 3, 4, 7) *en
(3, 3, 7, 4)
(3, 4, 3, 7) ,*
(3' 3, 4' 8) *en
(3, 3, 8, 4)
(3, 4, 3, 8) *
(3' 3' 4' 9) *en
(3, 3, 9, 4)
(3, 4, 3, 9) *
(3, 3, 4, 10) en
(3, 3, 10, 4)
(3, 4, 3, 1^0)*
(3, 3, .4, 11) en
(3, 3, 11, 4)
(3, 4, 3, 11)*
(3' 3' 4' 12) *en
(3, 3, 12, 4)
(3, 4, 3, ^ 12) *
(3, 4, 4, 5) *en
(3, 5, 4, 4)^
(3, 4, 5, 4). RID
(3, 4, 4, 6) *en
(3, 6, 4, 4)
(3, 4, 6, 4) .MS
(3' S' 6) *en
(3, 6, 5)
(3' S' ^) *en(3, 7, 5)
(3' S' 8) *en
(3, 8, 5)
(3, 5, n) *en
(3, n, 5)
(3' S' 29) *en
(3, 29, 5)
(3' 3' S' 6) *en
(3, 3, 6, 5 })(3, 5., 3, 6) *
(3, 3, 5, 7) *e^
(3, 3, 7, 5)}




















































4,m,n ^ 4^,5;,n ^ (4,5,n)
(4,n,5)
Poliedro
(3' 6' 7) *en
^ (3, 7, 6)
(3' 6' n) *en
(3, n, 6)
n --^ o0
(3' 7' 8) *en(3, 8, 7 )^
.(3' 7' n) *en
(3, n, 7)
(3' 7' 42) *en
(3, 42, 7)
( 3' 8' 9 )} *en
(3^'^^g^ 8)
(3, 8' n) *en
(3, n, 8)
(3' 8' 24) *en
(3, 24, 8)
(3, 9, 10) *en
(3, 10, 9}
(3' 9' n) *en^(3, n, 9)
(3' 9' 18) *en(3, 18, 9)
(3, 10, 11) *en
(3, 11, 10)
(3, 10, n) *en
(3, n, 10) ,
(3, 10, 15) *en
(3, 15, 10)
(3, 11, 12) *en
^ (3, 12, 11)
^ (3, ^11 , 13) *en
(3, 13, 11)
(4 5 6), , *en
(4, 6, 5)
(4' S' n) *en
(4, n, 5)






















(4,(f^, 6' 7.) *en7, 6) ^
6' 8) GRCO en8, 6)
6, 9) *en
9, 6)




6' 12) MS en
12, 6)









En la relación anterior no hemos incluido los poliedros (3, 3, 6), (3, 4, 12)
y(3, 5, 30).^ En los tres casos el tercer polígono es igual a la suma de los
otros dos, por lo que el espacio segregado es nulo, pudiendo considerarse co-
mo formas planas, con la salvedad de qúe los polígonos pertenecen a distintas
caras del plano. Son comparables al polígono considerado como poliedro de dos
caras,^al que hicimos alusión anteriormente en nota a pie de página.
No e^i.sten más poliedros convexos formados por polígonos regulares. Consideran-
do la convexidad en sentido estricto habría que excluir de la lista los que
tienen p= 0, que son los siguientes:
1.2.16. FORMAS PLANAS




(3,3,3,4,4) (3,4,4,6)t * (3,7,42) * (4,5,20) *
(3,3,4,3,4) (3,6,4,4)J 2n (3,42,7) en (4,20,5)} en
(3,4,6,4) ^ -
(3^3^6,6) * , ^ (3,8,24
*en
(4,6,12) en
(3,6,3,6) (3,3,4,12) * (3,24,8) (4,12,6}}
,_ _ _ _ _, ^ (3,3,12,4) en
*








Son ^n total 29 modos distintos de llenar el^plano alrededor de un punto
haciendo coincidir en él tres o más polígonos regulares. Si consideramos
como uno solo los pares de enantiomorfos el número se reduce a 21 modos
esenciales (13 simétricos y 8 pares de enantiomorfos).^Prescindiendo del
orden pero no del número de poligonos de cada tipo, habría 17 modos. Con
^siderando sólo los tipos de polfgonos y no su número, hay 16, por coinci
dir 2 de los anteriores, con diferente número de triángulos y exágonos.
Por otra parte, podemos clasificar los 21 modos esenciales según el nú-
mero total de polfgonos: un modo con 6 polígonos, (3, 3, 3, 3, 3, 3); .
3 modos con 5 polígonos, (3, 3, 3, 4, 4), (3, 3, 4, 3, 4) y(3, 3, 3, 3, 6);
7 modos con 4 poligonos, (4, 4, 4, 4), (3, 3, 6, 6)*, (3, 6, 3, 6}, -
(3, 4, 6, 4), (3, 4, 3, 12)* y los dos pares enantiomorfos (3, 4, 4, 6)*
y(3, 3, 4, 12)*; 10 modos con 3 polígonos, (6, 6, 6), (3, 12, 12),
(4, 8, 8), (5, 5, 10}* y los 6 pares enantiomo^rfos (3, 7, 42)*, (3, 8, 24)*,
(3, 9, 18)*, (3, 10, 15)*,^(4, 5, 20)* y(4, 6, 12). Obsérvese que todos
los enantiomorfos tienen tres tipos de polígonos y que de ellos sólo dos
tienen cuatro polígonos, con dos iguales consecutivos, siendo el resto de
tres polígonos diferentes. .
1.2.17. EL NUMERO DE LOS POLIEDROS
Clasifiquemos ahora todos los poliedros, señalandó en tablas separadas el
número de los planos y los convexos, de los simétricos y los pares de enan
tiomorfos, a los que consideraremos como un solo tipo.
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Formas ; N°
planas ;


































N° de lados de
^
Tipo i N° Formas i N° Formas ; N°
los polígonos básico ^ planas ; abovedadas ;
simétr. ^pares simétr. pares
; de en. de en.
m,n 3,n [3,n,n,n1 1 0 0 0 1 0 1
n=4
[3,3,3,3,n1 ^ 3 1 0 1 2 0 2
41n<6
[3,3,3,n,n] 2 2 0 2 0 0 0
^ n=4
Tota 13 , n ^ 23+^ 6 0 6^ 17+«^ 0 17+«
(9*) (1*) (1*) (8*) (8*)
4,n [4,4,n] o0 0 0 0 00 0 00
5<n --oo
. . [4,n,n] 4 1 0 1 . 3 0 3
5<n<8 {2*) (2*) (2*)
Tota 1 4, n ^ 4-^0 1^ 0 1 3+00 0 3+«
(2*) (2*) (2*)
5,n [5,5,n] 5 1 0 1 4 0 4
6,n,10 (5* ) (1*} (1* ) (4*) (4*)
[5,n,n] 1 0 0 0 1 0 1
n=6 ^
Total 5,n 6 1 0 1 5 0 5
(5*) (1*) (1*) (4*) (4*)
Tota 1 m, n 33+200 8 0 8 25+2 0 5+2oc
(16*)^(2*) (2*) (14*} (14*)t-------------^
1• m n 3,m,n :3,4:^,n; [3,4,n 7 0 0 0 0 7 7
<` •, ^5,n^11(1) *(7 ) *(7 ) *(7 )
^m ^5'n t3,3,4,n]^ 16 ^. 1 1 2 7 7 14
1<m<n 5,n^12 (16*) (1*) (1*) (2*) (7*) (7*) (14*)
^ C,4,4,n] ' 4^ 1 1 2 I 1 1 2
5_n,6 (2*} (1*) (1*} (1*) (1*)
Total 3,4;n 27 2 2 4 8 15 23
(25* ) (1*) (2*) (3*) (7*) (15*) (22*)
:- --,




[3,3,5,^ 4I 0 0 0 2 2 4
6<n<7 (4*) 0 0 0 (2*) (2*) (4*)
Total 3,5,n ^ 28 0 0 0 2 26 28
(28* ) (2*) (26*) (28*)
.•---------..^
,n^3,6 [3,6,n] o0 0 0 0 0 ^ ^_
7^ n -- oo (oo* ) (^ * ) (^* )
,^-----------
;3,7,n^ [3,7,n] 35 0 1 1 0 ^ 34 34
8,n<42 (35*} (1*) (1*) (34*) (34*)
;•3,_8,_n^
^


















básico : planas ; abovedadas ^;
^
^
; s imétr. pares.. s imétr. pares
de en. de en.
,^----------;
l,m,n 3,m,n i3,9,n, ,[3,9,n] 9 0 1 ^1 0 8 8
10sn,18 (9*) (1*} (1*) (8*) (8*)
•----.._....._,
10,n;;3, [3,10,n] 5 0 1. 1 0 4 4_
10;n^15 (5*) (1*} (1*) (4*) (4*)} .............;
^3,11,n: [3,11,n1 2 0 0 0
.
0 2 2^__......_..._..^
. < ,12_n 13 ( *)2 (2*) (2*)
Total 3,m,n 122+ 2 6 8 10 104 114+0^
^ (1a0-^oo* )(1*) (6*) (7*) (9*) (104* (113*
^-----------,
4,m,n ^4,5,n:: [4^,5,n^ 15 0 1 1 0 14 14.-----._...
6^n<20 (15* ) (1 * ) f 1 * ) (14* ) (14^ )
{-----------;
. !4;6,n; [4,6,n] 6 0 1 1 0 5 5
..--- ---._.. 7` n,12 ( 3* ) ( 3* ) ( 3* )
Total 4,m,n . . 21 0 2 2 0 19 19
^ 18* (1*) (1* (17*) (17*)
^...... ^..y
5,m,n ^5,6,7;^ [5,6,7] 1 0 0 0^ 0 1 1
._..-------• (1 * ) (1 * (1 * )
Tota 1 1, m, n^ 144-^ 2 8 10 10 124 134-+00
(139^^ )(1*) (7*) (8*^) (9*) (122 (131*
^ -bo* )
* )
Total nó regulares 177+ 10 8 18. 35+2^ 124 159+3^
m,n + l,m,n (155+^)(3*) (7*) (10*) (23*) (122+ (145*
±^* ) -+^* )
Total poliedros
. n+ m,n + l,m,n 185+3^ 13 8 21 40+2^ 124 164+3,
^ (155+^)(3*) (7*) (10*) (23*) (122+ (145*
^ ( +o°* ) +°^ )
Con referencia a la nota (1), vamos a hacer algunas precisiones:
Los poliedros (3, 3, 6), (3, 4, 12) y(3, 5, 30), son comparables al "poliedro
de dos caras" (n, n), al que hemos hecho referencia en una nota anterior. Su ^
ángulo sólido segregado es nulo, y aún estando sus caras en el mismo plano,
^se orientan a diferente^semiespacio: Los hemos excluido a los tres de las^ta- ^
blas anteriores.
En resumen, hay tres series infinitas: (3, 3, 3, n)APn, (4, 4, n)Pn y(3, 6, n)^
y 185 formas más (155*), de ellas 21 planas (10*) y 164 abovedadas (145*). Ya
vimos que en las series planas se dividían en 13 simétricas (3*) y 8 pares de
enantiomorfos (7*), lo que daba en total 29 formas (17*). Las formas aboveda-
das se dividen, sin contar las dos series infinitas simétricas y la serie in-
finita de pares de enantiomorfos *, en 40 formas simétricas (23*) y 124 pares
de enantiomo^fos (122*), es decir, 288 formas (267*), lo que da globalmente
317+4^(284*+2^*).
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rEn todo lo anterior hemos indicado entre paréntesis y con un asterisco las
formas que llamaremos irregulares, cuyo significado veremos a continuación.
Si prescindimos de e^^las ^ias^^^.series f.i.nitas comprenden en total 30 formas,de
ellas 11 planas y 19 abovedadas. Tres de estas formas abovedadas son inclui-
bles en las series infinitas. Se trata de (3, 3, 3, 3)0, que puede conside-
rarse como el antiprisma AP3, (3, 4, 4)P3 y(4, 4, 4)C, que tambien puede
ser visto como el prisma P4.
Hasta aquí hemos estudiadó los modos.posibles de inscribir poligonos en una
esfera considerando los^ángulos poliedros de caras poligonales regulares Pi
concúrrentes en un.vértice V0. Pasemos a un vértice contiguo V1. Si en UO
concurrían P1, P2.entre otros, y en V1 tambien concurren P1 y P2, y en ambos=
casos los dos polígonos forman el diedro OC1, podemos en Vlsituar otro polie-
dro igual (el mismo si era simétrico y su enantiomorfo si no lo era) que
tenga comunes con el primero P1 y P2. Si^hacemos lo mismo en los demás vérti
ces Vi tendremos un conjunto de i^+1 ángulos poliedros cori i polígonos comunes,
y puede ocurrir que sea posible extender esta red de ángulos poliedros todos
iguales hasta cubrir totalmente la superficie esférica^ con sus vérticés todos
iguales tambien; o,-en el caso de redes planas, extender indefinidamente la
red formando un mosaico plano tan extenso como se desee, con^todos Ios vérti-
ces iguales. .
Esto es precisamente lo.que ocurre con los ángulos poliedros regular-es, y
así se obtienen los poliédros abovedados tetraedro, con vértices (3, 3, 3),
octaedro (3,3,3,3}, icosaedro (3, 3, 3, 3, 3), cubo (4, 4, 4) y dodecaedro
(5, 5, 5) y los mosaicos regulares (3, 3, 3, 3, 3, 3}, (4, 4, 4, 4) y
(6, 6, 6).
Diferente es el caso de los ángulos poliedros no regulares. Algunos, como el
(3, 4, 4)P3, permiten recubrir la esfera de los vértices con un número limi-
tado de ellos, todos iguales; o, como el poliedro plano (3, 6, 3, 6)N^S, ex-
tender indefinidamente un mosaico plano de vértices idénticos. Llamaremos a
estas figuras poliedros semirregulares, y a las p_lanas mosaicos semirr-egula-
res.
Otros ángulos poliedros no regulares no admiten esta ordenación de vértices.
Los vértices contiguos al de partida generan caras que se cortan entre sí en
nuevas aristas, de cada uno de estos vértices se pueden hacer partir otras
caras y otros vértices que, en lugar de cubrir progresivamente la esfera
(o el plano) y originar un poliedro estable, tienden a una multiplicación
indefinida de los vértices y aristas en un proceso sin fin. En algunos casos
no es así, y la red de caras tiene un límite, como ocurre con (3, 3, 4)*,
que forma en su conjunto un octaedro más tres planos de simetría del mismo,
pero siempre el espacio queda dividido en más de dos regiones, lo que no o-
curre en los poliedros regulares y semirregulares; o la red plana, al super-
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ponerse polfgonos, produce vértices y aristas estábles pertenécientes a
otra red, como ocurre con (3, 3, 6, 6)*, que degenera al reiterarse en
(3, 3, 3, 3, 3, ^)MR: En ambos casos, la combinación de estos vértices con
otros distintos puede permitir la obtención de otro poliedro o mosaico, cu
yos vértices no son ya todos iguales: Asf, con (3, 3, 4)* y(3, 3, 3, 3)0
puede formarse una pirámide cuadrangular, y con (3, 3, 6, 6)* y
(3, 3, 3, 3, 3, 3)MR otros mosaicos.





1.2.18. REPRESENTACION DIEDRICA DE LOS ANGULOS POLIEDROS
Vamos a representar gráficamente a continuacibn los diferentes ángulos polie-
dros que hemos visto que pueden construirse. En las series infinitas sólo
indicaremos los primeros elementos y en las muy largas los iniciales y fina-
les.
De cada uno de ellos incluimos un desarrollo sobre el plano, en el que la
porción de plano no ócupada por los polfgonos alrededor del vértice VO ex-
^`
presa el defecto plano 8p=V3VOV3. En todos los casos la diagonal mfnima del
segundo polígono V^V2 se ha dibujado en posición horizontal. Además del de-
sarrollo se indican dós vistas ortogonales entre sí, relacionadas de acuerdo
ĉon el sistema europeo de representación diédrica: la primera es la proyec-
ción perpendicular al plano de los vértices Vi, i^0, ;egún el eje normal al
mismo OCV^, manteniendo horizontal la diagonal mínima V1V2; la segunda, se-
gún la dirección V^V2, sobre un plano perpendicular a la misma. A partir de
ambas vistas, mediante cambios de plano de proyección, puede obtenerse cual-
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Dada una f orma poliédrica plana, cualquier par de polígonos contíguos de la
misma tiene en común una arista VOVi, i^ 0. Los vértices VO y Vi son puntos
simétricos respecto a la mediariz de VOVi, que constituye un eje de simetría
del par de polígonos. Si disponemos^en Vi polígonos simétricos,respecto. a
dicho eje, de los demás polígonos de la forma poliédrica, en dicho punto ten
dremos el vértice de una forma simétrica de la primera y con dos polígonos
en común con ella, que será directamente igual si aquella era simétrica, y
enantiomorfa si no lo era. Repitiendo lo mismo para todos los Vi convertire
mos cada vértice en centro de una nueva forma poliédrica, directa o inversa-
mente igual a la de vértice V0.
Pero habrá casos, como el del poliedro (3, 10, 15)* en que la colocación de
un nuevo pentadecágono adosado a P1 y P2 en U1, que tendría en común con P1
la arista V^V3, no será posible porque en V3 aparecería el poliedro
(3, 15, 15), que no puede existir porque la suma de los ángulos concurrentes
superaría los 360°. ^
En otros casos, como el poliedro (5, 5, 10)*, es perfectamente posible ado-
sar un pentágono en V1 otro en V2 y otro más en V3, pero si intentamos ado-
sar. nuevos decágonos o pentágonos en los restantes vértices o en los nuevos
que van apareciendo se hace patente que no es posible en todos los casos,
por no ser simétricos los polígonos ya situados en los extremos^de algunas
aristas respecto a la mediatriz de la mi,sma, condición necesaria para que
pasen a formar parte las aristas contíguas a aquella de un mismo polígono re
gular.
Puede aún darse el caso, como ocurre en (3, 3, 6, 6)*, de que sea posible re:
petir el poliedro en V1 añadiendo allí dos exágonos, pero no en V2, donde,
en cambio, es posible entonces colocar un triángulo. Pero entonces V2 se ha
convertido en vértice central de un poliedro diferente del existente en VO y
V1, el (3, 6, 3, 6). ^
En ninguno de los ejemplos anteriores es posible extender indefinidamente la
red manteniendo la igualdad, directa o inversa, de todos los vértices. Son
las formas irregulares que desde el principio hemos señalado con asterisco.
Otras formas, como la (4, 4, 4, 4), la (3, 6, 3, 6) o la pareja de enantio-
morfos (4, 6, 12) y(4, 12, 6), permiten la expansión indefinida, con vérti-
ces siempre iguales; las denominamos mosaicos, que serán regulares si son
^$a
iguales todos los polígonos y todas las aristas, y semirregulares, con dos




2.1. LAS SIMETRIAS DEL POLIGONO
Los polígonos regulares tiénen siempre un centro de simetría por giro, del
orden del número de lados del polígono. En los de número par de lados se da
simetría central binaria, y no en los de número impar. Ello no es más que
un caso particulár de un enunciado general: un polígono pertenece a todos los
grupos de simetría puntual (grupos de Leonardo) de orden dado por los divi-
sores del número de la^dos. Así, un dodecágono tiene simetrfas de orden 2,3,
4, 6 y 12; por consiguiente, coincide consigo mismo aI girarlo sobre su cen-
tro múltiplos de 180°, 120°, 90°, 60°, y 30°, que en definitiva lo son todos
de 30°. Es decir: el dodecágono pertenece a los grupos de simetría central y
del triángulo, del cuadrado y del exágono, pero no es cierta la proposición
recíproca.
Como perteneciente a un grupo diedral, no sólo presenta el polígono coinciden
cias por giro, sino por simetría axial, con tantos ejes como número de lados
tenga. Los polígonos de número impar de lados tienen un solo tipo de eje de
simetría que contiene a un radio y a una apotema; los de número par de lados
tienen dos tipos de ejes, conteniendo unos dos apotemas y otros dos radios
opuestos (un diámetro).
2.2. SISTEMAS DE SIMETRIA
Consideranos los mosaicos regulares y semirregulares:










Podemos observar en ellos algunos datos de interés:
1° No aparecen más que polígonos de 3, 4, 6, 8 y 12 lados.
2° Los mosaicos pertenecen sólo a las siguientes combinaciones de polígonos:
j3] , [4] , [61 , ^3, 4I , [3,6^, [3,12^ , [4,.8] , [3,4,6] , [4,6,.12^ .
Los mosaicos regulares asumen las simetrías de sus polígonos constituyentes:
el centro de simetría puntual de cada polígono (P) es centro de simetría de
todo el mosaico, y del mismo orden; un eje de simetría de un polígono es eje
^ de todo el mosaico. Pero además aparecen nuevos elementos: los lados de los
poligonos son ejes de simetría; los vértices (V) son centros de simetría
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diedral, del orden del número de poligonos concurrentes; el centro de cada
,
lado (L) es centro de simetría binaria.
Un mosaico regular tiene, pués, tres t^.pos de centro de simetría, y tres
tipos de ejes. Si el poliedro de partida es (n, n,..•n)(m veces)^ de modo
abreviado ( n)m, los centros serán (indicando el número entre paréntesis su
orden de simetría diedral): P(n), L(2), V(m). Los ejes serán: PL(apotema),
PV(radio) y LU(lado). Como sabemos, el eje PL coincide con PU si n es impar,
y podemos ver asimismo que PU coincide con LV si m es impar; en consecuencia,
sólo si m y n son pares existen realmente tres tipos de ejes de simetría.
A los poliedros (n)m y(m)nlos llamáremos duales.
Comparemos ahora la red del poliedro (n)m coñ..^l^á de (m)n: en el primero ten-
dremos los centros P(n), L(2), V(m) y los ejes PL, PU, LV, dos de los cuales
coincidirán si m o n son impares; para el segundo los centros P'(m), L'(2),
V'(r1). E1 tipo de ŝimetría puntual coincide para P(n) y V'(n), para L(2) y
L'(2) y para V(m) y P'{m). Podemos intuir una correspóndencia entre ambos
poliedros, sin más que sustituir los centros P del prímer mosaico por los vér
tices V' del segundo, lo ŝ vértices V del primero por los centros P' del se-
gundo y los centros de lado L del primero por los L' del segundo. Comprobe- ^
mos que ello es asf para los tres mosaicos regulares (figura 2.1.).
E1 mosaico ( 3)6 tiene como dual al (6)3. Tenemos en el primero centros P(3),
L(2) y V(6), y ejes PL=PV que consecutivamente pasan por la secuencia de ^
centros ...UPLPVPLPV..., y LV, pasando por la secuencia ...ULVL...; en el
segundo centros V'(3), L'(2), P(6), y ejes V'L'=U'P' que pasan sucesivamente
por ...P'V'L'V'P'U'L'V'P'..., y L'P', que pasan por ...P'L'P'L'... Y la co-
^ PL LV UP V'LTL'P' P'U'
rrespondencia es absoluta si vemos que ^= =2 , y que 1=--_^. Son
^ ^ ^
las proporciones de un triángulo rectángulo mitad de un triángulo equiláte-
ro, de ángulos 30°, 60°, 90°.
E1 mosaico (4)4 és dual de sí mismo. Si sustituimos entre sf P y V, dejando
L en su lugar, obtendremos otra red de cuadrados, en la que los vértices -
ocupan los centros de la anterior, y viceversa, y los Iados se cortan entre
sf en sus mitades, L. Son centros P(4), L(2), U(4), siendo P y V del mismo
tipo, aunque con función diferente en la misma red. Los ejes PL y PV no
^coinciden, al ser par n(=m) y habría tres tipos de ejes: PL (secuen ĉ ia '
...LPLP...), PV (secuencia ...UPUP...) y LV (secuencia ...ULVL...), siendo,
para el conjunto de ambas redes duales, equivalentes PL y LV. Quedan así
dos tipos de eje PL=LV y PV, y dos tipos de centro: P(4)=V(4) y L(2). Como
es PL=1V=PV, las proporciones del triángulo PLV son las del triángulo rec-
. 1^2
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Tenemos, pues, en el plano, dos sistemas básicos de simetría, que comportan
^ dos módulos triangulares PLV, correspondientes uno a la forma de la escua-
> dra y otro a la del cartabón. Veremos que, salvo en un caso, que podémos
considerar como un híbrido, tambien las redes semirregulares obedecen a
estos módulos básicos.
2.2.1. SISTEMAS ANISOTROPOS
Llamaremos isótropa a una red cuando existan n direcciones del plano, n>1,
formando entre sí ángulos de (180/n)° _(rr/n)rad, en las que la estructura
de la red tiene las mismas propiedades. Las dos redes básicas regulares
triangular y cuadrada son claramente isótropas.
En cambio, el poiiedro plano ( 3, 3, 3, 4, 4) (figura 2.2.) permite formar un
mosaico compuesto.por frisos sucesivos de triángulos y cuadrados, con cen-
tros P4 y L44 binarios diedrales y L33 tambien binarios, pero cíclicos. Los
ejes de simetría son de dos tipos, ortogonales entre sí, pero con separacio-
nes y funciones diferente. Unos ejés .. .L34P4L^P3UL44UP3L34P4... sucesiva-
mente constituidos por: paralela media de cuadrado, altura de triángulo, la-
do de cuadrado, altura de triángulo; y otros e,jes --•P4L44P4L44 "-^ que sólo
contienen paralelas medias de cuadrados. Los centros cíclicos L33 ocupan^el
centro de cada malla rectangular constituida por los centros diedrales
^
P4L44P^4L^44' La proporción del rectángulo es: 4L44 P4L 44
1 '2+1Í3
Esta red, que no cumple la propiedad con que hemos definido la isotropía, es
claramente una red anisótropa. ^
2.2.2. SISTEMAS ISOTROPOS
Todos los demás mosaicos semirregulares son isótropos: además, con alguna
matización, responden a los dos sistemas de simetría que pueden construirse
con los módulos básicos triangular y cuadrado que vimos en el apartado 2.2.
Sobre un par^ de módulos semiequiláteros enantiomorfos^se construyen los mo-
saicos siguientes:
(3, 6, 3, 6): utilizando como semilado de los polígonos la altura menor del
triángulo P3UP6.
(3, 12, 12): trazando la bisectriz del ángulo de 30° del triángulo P3L12,12P12
y siendo su intersección con el cateto opuesto V y los segmentos de perpendi-
cular desde V a la hipotenusa y el otro cateto semilados de los polígonos.
^(3, 4, 6, 4): inscribiendo un cuadrado en el triángulo P3P4P6, con lados
coincidentes con los catetos, los lados perpendiculares a ellos son semila-
dos, y el vértice sobre la hipotenusa es V.
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(4, 6, 12): el incentro del triángulo P4P6P12 es V, y los radios dé la cir-
cunferencia inscrita perpend^,culares a sus lados son los semilados de los
polígonos. -
Usando un módulo equilátero completo P6P3P3 se construye el mosaico:
(3, 3, 3, 3, 6): el vértice P6 es centro de un exágono, y los vértices P3
son centros de los triángulos que no tienen lados comunes con exágonos. E1
punto medio de dos P3, L33, es mitad del lado común de dos triángulos limí-
trofes de exágonos.
Este mosaico carece de ejes de simetría, por lo que sus centros son cícli-
cos, no diedrales, y son: P6(6), P3(3), L33{2).
Existe en dos formas enantiomorfas, aunque el poliedro constituyente no lo
es.
^,




(4, 8, 8): se traza la bisectriz de un ángulo de 45°; su intersección don el
cateto opuesto es V, y los segméntos de perpendicular desde U hasta la hipo-
tenusa y el otro cateto.son semilados.
(3, 3, 4, 3, 4): en el triángulo P4L33L33' P4 es el.centro del cuadrado,
L33 el centro del lado que separa dos triángulos.
Hay un solo tipo de.eje de simetría, en dos variedades ortogonales entre sí,
lo que hace que sea un sistema isótropo. P4 es un centro cíclico cuaternario,
y L33 centro diedral binario. E1 eje de simetría responde a la secuencia
...UP3L33P3UL33UP3...,conteniendo sucesivamente un lado y dos alturas de
triángu os figura 2.2.).
2.3. MOSAICOS
Sigue ahora la representación gráfica de los mosaicos de los que hemos ha-
blado,acompañado cada uno de la red de ejes y centros de simetría asociados
^ estos mosaicóŝ . Dé líñea continua^ŝe indican ejes de simetría, que pasari
por centros diedrales, y de trazo y punto se unen los centros cíclicos, que
no contienen ejes de simetría. Se ha señalado en todas las redes un módulo
para su mejor comprensión.
La notación empleada para los polígonos que rodean a un vértice es la del
capítulo 1., pero en la red de ejes y centros de simetría se ha usado la
seguida desde 2.2.1.: U es cualquier vértice, Pi el centro de un polígono
de i lados, Lij el punto medio del lado común a polígonos de i y j lados.
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Dado un ángulo poliedro, un par de polígonos contiguos del mismo tienen
una arista común VOVi, i^0. Los vértices VO y Vi son simétricos respecto al
plano medio normal a la arista (plano mediador de VOVi), que constituye un
plano de simetría del par de polígonos. Disponiendo en Vi polígonos simétri-
cos respecto,a él de los demás polígonos del poliedro tendremos en ese punto
el vértice de otro poliedro, simétrico del anterior, con el que comparte dos
polígonos, que será directamente igual si aquél era simétrico, y enantiomor-
fo si no lo era. Repitiendo la operación en todos los Vi convertiremos cada
vértice en centro de un nuevo ángulo poliedro, directa o inversamente igual
al de vértice V0.
En algunos casos la.figura obtenida, cuyos vértices se mantienen siempre so-
bre la esfera, no puede extenderse a menos que unos polígonos salten sobre
otros, cortándose sus planos. Se trata entonces de poliedros irregulares,
y son los marcados con un asterisco.
Otros ángulos poliedros permiten su multiplicación sobre la esfera, coinci-
diendo siempre las aristas de los polígonos vecinos hasta cubrirla totalmen-
te (EC=4nrad2). Son los poliedros regulares, si son iguales todas sus caras,
y semiregulares, si tienen dos o tres tipos de polígonos.
3.1. SIMETRIAS DEL POLIGONO EN EL ESPACIO
Además de los elementos de simetría (centro y eje ŝ ) que hemos visto en 2.1.,
existe otro eje, al que habíamos llamado ya eje normal, perpendicular por
el centro al plano del polígono. E1 eje normal y cada uno de los demás ejes
definen planos de simetría, y otro plano de simetría más es eI del polígono,
que contiene a todos los ejes, excepto el normal.
Considerado así, como poliedro regular de dos caras, coinciden sus simetrías
con las de otros grupos isomorfos que veremos más adelante: los prismas.
3.2. SISTEMAS DE SIMETRIA ^


































1° Hay dos seriés de infinitos términos: (3,3,3,n)APn (antiprismas) y
(4,4,n)Pn (prismas). .
2° Sblo apare ĉen^polígonos de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados^, siempre que se pres-
cinda de prismas y antiprismas.
3° Prescindiendo de ambas series infinitas, los poliedros pertenecen a las
siguientes combinaciories de polígonos: [3] , [4J , [5] , [3,4J ,^ [3,5] , [3,61,
[3,8] , [3,10] , [4,6] , [5,6] , [3,4,5] , [4,6,8], [4,6,10] .
Los poliedros regulares asumen elementos de simetría de los polfgonos que
los forman: en primer lugar sus ejes normales, y también los planos de si-
metria que contienen a estos ejes normales; aparecen, además, nuevos ejes
^ de simetría que van^del centro 0 de la esfera de los vértices a éstos, y de
0 a los centros de las aristas, L. Si el poliedro es del tipo
(n, n, .••^ n)(m veces)^ abreviadamente (n)m, tales ejes serán (indicando en-
tre paréntesis su orden de simetría, siempre diedral): OP(n), OU(.m) y OL(2).
Los planos de simetría serán en principio de tres tipos: OPV, conteniendo el
radio del polígono, OLP, conteniendo la apotema, y.OLV, conteniendo el lado.
Como sabemos, si n es impar coinciden en prolongación radio y apotema, y
también los planos OPU y OLP, y si m es impar coinciden OPV y OLV. Sólo si
m y n fuesen pares habría realmente tres tipos de plarios de simetría, pero
no lo son simultáneamente en ningún caso, y en consecuencia nunca hay tres
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•tipos de plano de simetrfa, mientras que pueden ser n y m impares a la vez,
con la consecuencia de coincidir OPV = OLP = OLV, existiendo un solo tipo
de plano. .
De modo totalmente similar a lo visto en el plano para los centros P, U, L y
los ejes PL, PV, LV, podemos concluir que los poliedros (n)m y(m)n, llama-
dos duales, tienen los mismos elementos de simetrfa.
E1 poliedro (3)3T es dual de sí mismo. Presenta los tipos de eje OU(3),
OL(2), OP(3), pero siendo P dual de V y del mismo orden hay en realidad dos
tipos de eje: PiOUj(3) y LiOLj(2). Sus planos de simetrfa son del mismo tipo,
pasando por la secuencia de vértices PiLiPkUjLjU1Pi. E1 centro del pol^iedro
no es centro de simetría. ^
Los poliedros (3)40 y(4)3C son duales. Sus tipos de eje, señalando con ' los
del segundo, son OV(4) = OP'(4), OL(2) = OL'(2), OP(3) =.OU'(3); de otra`^.for-
ma, ViOUj(4) = P'i0P'j(4), LiOLj(2) = L'i0L'j(2), PiOPj(3) = ViOV'j(3), ma-
nifestándose asf que los elementos Vi, Vj, etc., son siempre simétricos res-
pecto a 0: E1 centro del poliedro es centro de simetría.
Los planos de simetrfa son de dos tipos: ViPiLiPkUjPjLjP1Vi =
P'iV'iL'iV'kP' U' L' V' P' ; V L.V L V.L.V L V.: = P' L' P' L' P' L' P' L' P'j j j 1 i i i k k ^ ^ 1 1^^ i i k k j j 1 1 i'
En el octaedro cont.iene el primer tipo radios y apotemas^, y el segundo lados;
en el cubo contiene el primer tipo radios y lados, y el segundo apotemas.
Finalmente, los poliedros (3)5I,y (5)3D, también son duales. Sus tipos de
eje son OU(5) = OP'(5), OL(2) = OL'(2), OP(3) = OU'(3); de otra forma
ViOUj(5) = P'i0P'^^j(5), LiOLj(2) = L'i0L'j(2), PiOPj(3) = V'i0U'j(3), con ele-
mentos Vi, Uj, etc., simétricos respecto a 0, centro del poliedro que es
centro de simetría.
Sólo existe un tipo de plano de simetría, que contiene aristas, radios y
apotemas: V.P.L.P U L V.P.L.P U L V. = P'.V'.L' V' P' L' P' V' L' V' P' L' P'i i i k k k ^ ^ ^ 1 1 1 i i i i k k k j j j 1 1 1 i'
La intersección de los planos de simetrfa con la esfera de los vértices pro-
duce círculos máximos que pasan por los correspondientes Vi, y por l.as proyec-
ciones sobre la misma de los Pi, Li. Dos planos se co r tan en un eje de si-
metrfa definido por los puntos de la esfera comunes a ambos.
En las figuras 3.1., 3.2., 3.3. representamos estos planos para los tres sis-
temas poliédricos de simetría, del tetraedro, del cubo y del dodecaedro.
Podemos observar en estas figuras, que, al igual que en los mosaicos regula-
res planos, existe un elemento triangular (aquf triángulo esférico) que cons-
tituye el módulo cuya repetición permite el recubrimiento total de la esfera.
Aquf el módulo es: para el sistema del tetraedro, el triángulo isósceles,PLV,
de ángulos 90°, 60°, 60°; su exceso esférico (30°=n/6 rad) mide el espacio
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r^ FIG 3. 1. at SISTEMA DEL TETRAEDRO
MODULO PLV=V'L'P'
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FIG 3.1. b. SISTEMA DEL TETRAEDRO
PLANOS DE SIMETRIA
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FIG 3.2.a SISTEMA DEL CUBO
^ MODULO PLV-V'L' P'
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Ft G 3. 3. a SISTEMA DEL DODECAEDRO
MODULO PLV=V'L' P'
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aFIG 3. 3. b SISTEMA DEL DODECAEDRO
PLANOS DE SIMETRIA
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•cubierto por este módulo,lt/6 rad2 = 1/24 esf.
Para el sistema del cubo, el módulo es el triángulo PLU, de ángulos 90°,
60°, 45°; su exceso esférico (15°=n/12 rad) corresponde a ^i/12 rad2= 1/48 esf
de espacio cubierto por el módulo.
En el sistema del dodecaedro, el módulo es PLV escaleno, de ángulos 90°, 60°,
36°; exceso esférico 6° =^t/30 rad; espacio cubierto por el módulo 71/30 rad2=
= 1/120 esf.
A continuación va un listado de ejes y planos de.simetría, que, sobre la su-
perficie esférica, podemos considerar como centros y círculos máximos de si-
metría, con lo que las formas planas del capítulo 2 son casos totalmente pa-
ralelos a éstos, salvo que en aquéllos el radio de la esfera de los vértices
es R =oo.
Sistema del tetraedro (figura 3.1.):
7 ejes de simetrfa, tres de ellos binarios: AB, CD, EF, cuatro ejes ternarios:
GH, IJ, KL, MN. ^
6 planos de simetría: AHNBGM, AJKBIL, CGIDHJ, CKNDLM, EHLFGK, EJMFIN.
Sistema del cubo (figura 3.2:):
13 ejes de simetría, seis de ellos binarios: OP, QR, ST, UU, WX, YZ, cuatro
ejes ternarios: GH, IJ, KL, MN, tres ejes cuaternarios: AB, CD, EF.
Obsérvese la coincidencia en los sistemas del tetraedro y del cubo de los
ejes ternarios, mientras que los binarios del tetraedro se corresponden con
los cuaternarios del cubo.
9 planos de simetría, de dos tipos:
Primer tipo, conteniendo aristas y diagonales de caras:
AHNBGM, AJKBIL, CGIDHJ, CKNDLM, EHLFGK, EJMFIN.
Segundo tipo, conteniendo paralelas medias de caras:
APERBOFQ, ATDVBSCU, CXFYDWEZ.
En el o^taedro los planos del primer tipo contienen alturas de caras y los
del segundo tipo contienen aristas.
Obsérvese que los planos del primer tipo coinciden con los del sistema del
tetraedro.
Sistema del dodecaedro (figura 3.3):
31 ejes de simetría, 15 binarios, 10 ternarios y 6 quinarios:
Ejes binarios: ab, cd, ef, gh, ij, kl, mn, op, qr, st, uv, wx, yz, +*, ^o.
Ejes ternarios: GH, IJ, KL, MN, ^^, 911, WTI, Er, ^^Y,.f^®.
Ejes quinarios: oc^3, Y$, er,, r^^, ^.^, PT.
15 planos de simetrfa, todos ellos del mismo tipo:
aGr,c^dbH^d^^, gf ^cí µ;Jh^^3j ^I , mllpo^Jn9tp$I ^, s^S u^9tT^.v^/1, yGa+t7'zH ^*p^, -
cY^µeTLd^^fpK, iMrk^^jNP1^I1, oK^qoc^pLEr^R, urbcw^^v^^xrY^, +M^C^^*N^o^®,





En este sistema el elevado número de centros de simetría sobre la esfera
agota el alfabeto, por lo que a los centros de aristas (correspondientes a
ejes binarios) los hemos denotado con minúsculas latinas, completadas con
los signos +, *, ^, o; a los centros quinarios con minúsculas griegas, y a
los centros ternarios con mayúsculas griegas y latinas, más el signo ^.
Podemos ver que los tres sistemas tienen en común los ejes ternarios
GH, IJ, KL, MN, lo que corresponde al hecho de que en el dodecaedro podemos
inscribir un cubo que comparta con él los correspondientes vértices y en
ambos un par de tetraedros, cada uno de los cuales comparte con dodecaedro
y cubo cuatro de ellos.
Asimismo se corresponden entre sí los planos de simetría del segundo tipo
del sistema del cubo con algunos de los planos del sistema del dodecaedro,





Queda de este modo clara la relación qué guardan entre sí los tres sistemas.
De los quince planos de simetría del dodecaedro o del icosaedro puede esta-
blecerse una correspondencia a los tres.planos del segundo tipo de cinco cu-
bos u octaedros. De los cuatro planos del primer tipo del cubo u octaedro,
a los cuatro planos que comparten dos tetraedros duales entre sí. En senti-
do inverso un tetraedro se relaciona con un solo cubo, u octaedro, mientras
un cubo u octaedro se relaciona con dos dodecaedros o dos icosaedros. Un
dodecaedro o icosaedro tiene asimismo relación con cinco tetraedros; y cada
tetraedro con dos dodecaedros o icosaedros.
Adjuntamos una tabla de los poliedros regulares en que se resume lo anterior
mente dicho:






II III IV V I II
3 3 (3)3T 4 6 4 no 3 4 6
4 3 (4)3C 6 12 8 sí 6 4 3 6 3
3 4 (3)40 8 12 6 sí 6 4 3 6 3
5 3 (5)3D 12 30 20 sí 15 10 6 15





Como vimos en 3.1., el polígono de n lados, en el espacio, tiene n ejes de
simetría diedral binaria en su plano y otro eje, el normal, cortándose to-
dos ellos en el centro del polígono, centro a su vez de una esfera circuns-
crita. Cada dos ejes determinan un plano de simetría.
Todos estos ejes, y el centro, l.os encontramos en la serie de poliedros semi
rregulares (4, 4, n)Pn, prisma de n caras laterales cuadradas y bases de n
lados. centro 0, eje normal n-ario PnOPn, y n ejes binarios perpendiculares
al mismo, iguales P40L4 si n es impar, y de dos tipos, P40P4, L40L4 para n
par.
Podemos definir una figura (o red) en el espacio como isótropa si existen m
ejes, m^4, en cuya dirección la figura (o red) presenta las mismas propieda-
des, y cada eje forma con 1 de los restantes (1^3) ejes contiguos un mismo
ángulo,menor que los que forma con los m-1-1 restantes. En caso contrario la
red es anisótropa.
Los prismas que acabamos de ver no cumplen la definición propuesta: uno solo
de los ejes, el normal, corta en su centro a dos n-gonos; el resto, a dos
cuadrados. E1 eje normal es único, y forma ángulo recto con todos los demás;
los demás ejes tienen cada uno dos ejes contiguos con ángulos iguales. La
serie de los prismas la hemos comenzado con el elemento (4, 4, 5)P5, pero de
hecho incluye el (3, 4, 4)P3; podemos considerar como prisma al poliedro re-
gular (4)3C =(4; 4, 4)P4, pero su sistema es isótropo, porque en él cual-
quier eje PiOPj es normal.
La serie poliédrica semirregular (3, 3, 3, n)APn, antiprismas de 2n caras
laterales, tiene asimismo centro 0, eje normal diedral n-ario y n ejes bina-
rios en un plano perpendicular al eje normal, pero éstos, a diferencia de
los prismas, son ejes cíclicos, no diedrales, por_ lo que el plano que los
contiene no es de simetría. E1 eje normal es PnOPn, y los ejes ciclicos, to-
dos iguales, responden al trazado L330L33'
La serie (3, 3, 3, n^) la hemos comen^ado en (3, 3, 3, 4)AP4; pero podemos
considerar como antiprisma al poliedro regular (3)40=(3, 3, 3, 3)AP3, pero
que pertenece a un sistema isótropo, y en él cualquier eje PiOPj es normal.
Ambas series son infinitas. Cuando n^oo, el radio de la esfera de los vérti-
ces crece indefinidamente, y las caras laterales tienden a formar franjas
planas infinitas, de cuadrados en un caso y de triángulos en el otro, como
las que existfan en el sistema anisótropo plano (3, 3, 3, 4, 4), emparentado





Los demás poliedros semirregulares son isótropos, y, como ocurría en el pIa
no (véase 2.2.2.), sus simetrías se corresponden esencialmente con los tres
sistemas regulares estudiados en el apartado 3.2.
Para ver mejor el paralelismo con las formas planas, estudiaremos las proyec
ciones de los poliedros sobre la esfera de los vértices, sustituyendo las
aristas por líneas geodésicas (arcos de círculo máximo).
Sistema del tetraedro:
E1 módulo básico es el triángulo rectángulo isósceles esférico PLV de ángu-
los 90°, 60°, 60°.
(3, 6, 6)TT: trazando el círculo máximo bisector de un ángulo de 60° se ob-
tiene V como intersección con el lado opuesto, y mediante arcos de círculo
máximo perpendiculares por V a los otros dos lados se obtienen los semila-
dos de los polígonos del poliedro. Como este módulo es asimétrico, ha de
utilizarse también su enantiomorfo.
Puede verse la gran semejanza de la figura con las formas planas (3, 12, 12)
Y (4^ 8^ 8)-
Sistema del cubo:
Mbdulo básico: el triángulo esférico de ángulos 90°, 60°,.45°
(3, 4, 3, 4)C0: la altura geodésica construida sobre la hipotenusa del trián
gulo esférico da el semilado de los polígonos, con V en el ángulo recto. Co-
mo en el caso anterior y en los que siguen, se usará un módulo y su enantio-
morfo.
Semejante a la forma plana (3, 6, 3, 6).
(3, 8, 8)CT: el círculo bisector del ángulo de 45° corta al lado opuesto del
módulo en V. Los arcos de círculo ortogonales trazados desde V hasta los
otros dos lados dan el semilado de los polígonos.
Semejante a las formas planas (3, 12, 12) y(4, 8, 8) y al poliedro
(3, 6, 6)TT.
(4, 6, 6)OT: el circulo bisector del ángulo de 60° corta al lado opuesto en
V. Los arcos ortogonales trazados desde U hasta los otros dos lados dan los
semilados de los polígonos.
Semejante a(3, 12, 12), (4, 8, 8), (3, 6, 6)TT y(3, 8, 8)CT.
(3, 4, 4, 4)RCO: E1 círculo bisector del ángulo de 90° corta al lado opuesto
en V. Los arcos ortogonales trazados desde U hasta los otros dos lados son
los semilados de los polígonos.
Semejante a la forma plana (3, 4, 6, 4).
(4, 6, 8)GRCO: el centro geodésico del círculo menor inscrito en el módulo
básico es V(^incentro: intersección de los círculos bisectores de los tres




Semejante a la forma plana (4, 6, 12).
Sistema del dodecaedro:
Módulo básico: el triángulo esférico de ángulos 90°, 60°, 36°.
(3, 5, 3, 5)ID: la altura geodésica construida sobre la hipotenusa del módu-
lo es el semilado de los polígonos, con V en el ángulo recto.
Semejante a las formas (3, 6, 3, 6) y(3, 4, 3, 4)C0.
(3, 10, 10)DT: el círculo bisector del ángulo de 36° corta al lado opuesto
del módulo en V. Los arcos de círculo máximo trazados desde V ortogonalmente
hasta los otros dos lados del módulo son semilados de los polígonos.
Semejante a(3, 12, 12), (4, 8, 8), (3, 6, 6)TT, (3, 8, 8)CT y(4, 6, 6)OT.
(5, 6, 6)IT: E1 círculo bisector del ángulo de 60° corta al lado opuesto del
módulo en V. Los arcos de círculo máximo trazados desde V ortogonalmente has
ta los otros dos lados del módulo son semilados de los polígonos.
Semejante a(3, 12, 12), (4, 8, 8), (3, 6, 6)TT, (3, 8, 8)CT, (4, 6, 6)OT y
(3, 10, 10)DT.
(3, 4, 5, 4)RID: E1 círculo bisector del ángulo de 90° corta al lado opuesto
en V. Los arcos ortogonales desde V hasta los otros dos lados dan los semila
dos de los polígonos.
Semejante a(3, 4, 6, 4) y(3, 4, 4, 4)RCO.
(4, 6, 10)GRID: E1 centro geodésico del círculo menor inscrito en el módulo
básico (incentro: intersección de los círculos bisectores de los tres ángu-
los) es V. Los arcos ortogonales desde V hasta los lados del módulo son los
semilados de los polígonos.
Semejante a(4, 6, 12) y(4, 6, 8)GRCO.
Otros dos poliedros semirregulares pueden asociarse a losdos sistemas ante-
riores de simetría, con la salvedad de que sus ejes de simetría no son die-
drales, sino cíclicos, careciendo de planos de simetría:
Asociado al sistema del cubo está el poliedro (3, 3, 3, 3, 4)CA, y asimila-
ble al sistema del dodecaedro, el (3, 3, 3, 3, 5)DA. ambos poseen centro de
simetría, carecen de planos de simetría y tienen ejes cíclicos. Ocupan en
sus sistemas respectivos una posición similar a la de la forma plana
(3, 3, 3, 3, 6) en el sistema equilátero plano, y, como en aquél caso, sus
módulos son dobles, de ángulos 90°, 60°, 60° en el primer caso (módulo que
coincide con el del sistema del tetraedo), y de 60°, 72° y 60° en el segundo.
Aunque sus mbdulos isósceles no son enantiomorfos, y los ángulos poliedros
de partida tampoco lo son, la figura contenida en el módulo es asimétrica,
por lo que existe un par de enantiomorfos en ambos casos. Los dos poliedros
existen en dos formas enantiomorfas, dado su carácter no diedral, siendo
idénticos todos los módulos de cada una de ellas.
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•(3, 3, 3, 3, 4)CA tiene ejes OP4(4), OP3(3) y OL33(2)'
(3, 3, 3, 3, 5)DA tiene ejes OP5(5), OP3(3) y OL33(2). ^
3.3. POLIEDROS
A continuación se representan las proyecciones sobre la esfera de los vérti-
ces (desde su centro 0) de los poliedros regulares y semirregulares isótro-
pos, incluyendo proyecciones ortogonales según sus ejes de simetría y tam-
bién las ortogonales a dos de ellos de distinto orden, perpendiculares a su
vez entre sí, en todos aquellos casos en que las proyecciones sean diferen-
tes.
Todas estas proyecciones se han relacionado unas con otras siguiendo el sis
tema diédrico europeo.
En^ los poliedros con simetría cíclica (cubo y dodecaedro achatados), los mó-
dulo triangulares que, agrupados en pares isósceles, componen la superficie
esférica, no tienen sus lados en planos de simetría, como ocurre en los otros
poliedros, de simetría diedral, pero los vértices de estos triángulos esfé-
ricos sí están en ejes de simetría, cíclica en estos casos.
Además de los poliedros regulares y semirregulares de cada sistema hemos aña-
dido los romboedros que comparten con ellos ejes y planos de simetría.
Las caras de estos poliedros se obtienen agrupando cuatro módulos triangulares
alrededor de un ángulo recto, de modo que cada uno comparte con los otros tres
el vértice rectángulo, centro de la cara, y los otros vértices con dos de los
tres. Los ángulos de las caras del romboedro duplican a los ángulos agudos del
módulo. Si éstos eran iguales (sistema del tetraedro) las caras del romboedro
serán regulares: el romboexaedro resultante es un cubo.
Cuando los módulos son escalenos (sistemas del cubo y del dodecaedro) los án-
gulos en los vértices del romboedro son distintos, y las caras no son polígo-
nos regulares. Tales romboedros (rombododecaedro y rombotriacontaedro), que
hemos proyectado sobre la esfera de los vértices, al no ser regulares ni se- ^
mirregulares, tienen los vértices en dos esferas diferentes, cuyos radios son
R1 = OL2+LP2 y R2 = OL +LV , siendo L el centro de la cara y P y V los
dos tipos de vértice. Aquí hemos proyectado los romboedros sobre una sola es-
fera, como los poliedros regulares y semirregulares.
Así como los módulos que se agrupan en torno a un vértice P engendran la cara
de un poliedro regular y los que rodean un vértice V la del poliedro dual, los
situados alrededor de L forman la cara del romboedro del sistema.
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^ SISTEMA DEL TETRAEDRO
a
TETRAEDRO (3, 3, 3)
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^ SISTEMA DEL TETRAEDRO
•
TETRAEDRO TRUNCADO (3, 6, 6)
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CUBO TRUNCADO (3, 8, 8)
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GRAN ROMBICUBOCTAEDRO f4, 6, 8)
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ICOSIDODECAEDRO (3, 5, 3, 5)
SISTEMA DEL DODECAEDRO
•
DO DECAEDRO T RUNCA DO (3, 10, 10)
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4. COMPARTIMENTACION SUPERFICIAL DEL PLANO Y LA ESFERA
•
•
En los dos capítulos anteriores hemos visto por separado el recubrimiento
total del plano y la superficie esférica mediante formas poliédricas no
irregulares, que permiten para ello el uso de un único módulo triangular
.
(o un par de enantiomorfos, si aquél era asimétrico). Veamos ahora conjun-
tamente estos repartos modulares para hacer patentes las coincidencias
entre todos estos sistemas de simetría, con la diferencia entre ellos de
ser finito el número de elementos sobre la esfera e infinito en los sis-
temas planos.
Comenzaremos una vez más con una lista de poliedros, excluyendo los irre-
gulares y sin establecer diferencias entre planos y abovedados, regulares
y semirregulares:























Algunas series podrían establecerse con diferente punto de partida; con ello
algunos poliedros aparecerían en varios lugares.
Así, la serie de los prismas quedaría: ^ ^
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(4, 4, 3) P3
(4, 4, 4) P4 = C
(4, 4, 5) P5




Uemos que el cubo es un prisma. Análogamente el octaedro es el antiprisma
(3, 3, 3, 3) AP3.
Y podríamos establecer otras series:
(4,6,6) OT (3,6,6) TT (3,3,3,3) 0 (3,4,3,4) CO
(4,6,8) GRCO (4,6,6) OT (3,4,3,4) CO (3,4,4,4) RCO
(4,6,10) GRID (5,6,6) IT (3,5,3,5) ID (3,4,5,4) RID
(4,6,12) MS (6,6,6) MR (3,6,3,6) MS (3,4,6,4) MS
Sin olvidar las conocidas correspondencias:
(3,3,3) T (3,3,3) T (3,3,3,3) 0 (4,4,4) C
(4,4,4) C (3,3,3,3) 0 (4,4,4,4) MR (4,4,4,4) MR
(5,5,5) D (3,3,3,3,3) I
(6,6,6) MR (3,3,3,3,3,3) MR
Como se ve, podemos colocar en más de un lugar a los poliedros regulares,
y a otros, como el tetraedro truncado, el octaedro truncado y el cuboctae-
dro. Estas varias ordenaciones corresponden, como vamos a evidenciar, al
papel diverso de estos poliedros en diferentes sistemas de simetria.
4.1. LOS ROMBOEDROS
En el capítulo 3 hemos visto tres romboedros ligados a los sisternas aei ze-
traedro, el cubo y el dodecaedro. Hagamos notar que el del tetraedro es un
cubo y el del cubo un dodecaedro, el rombododecaedro. Se debe ello a que
las caras de los romboedros contienen a las aristas de los poliedros regu-
lares de su sistema, que son diagonales suyas, y el número de caras del
poliedro básico de un sistema es el de aristas del precedente: las seis ca-
ras del cubo corresponden a las seis aristas del tetraedro, y las doce ca-
ras del dodecaedro a las doce aristas del cubo.
También a los sistemas planos semiequilátero y semicuadrado se asocian re-
des rómbicas que se forman por el mismo procedimiento que en los sistemas
esféricos: los cuatro triánguios que comparten un vértice rectángulo forman
la cara de un rombo. En el sistema semieguilátero hay dos tipos de vértices,
y se trata de rombos verdaderos. En el sistem^. semicuadrado los cuatro ángu-





caras del romboexaedro en el sistema del tetraedro.
Los lados de estos cuadrados forman ángulos de 45° con los de ambas redes
duales, y su medida es^j^2/2 veces la de aquéllos.
En la figura 4.1. se han representado superpuestos los mosaicos duales y
los romboedros planos de cada sistema.
De modo análogo, en las figuras 4.2.a, b, c están representadas para cada
sistema las proyecciones en la esfera de los poliedros duales y del corres-
pondiente romboedro. ^
4.2. LOS MODULOS DE LOS POLIEDROS ISOTROPOS
Las figuras 4.3. muestran de modo sintético las semejanzas que se dan entre
los poliedros análogos de los cinco sistemas isótropos. Los dos triángulos
de la parte superior de cada una son los módulos triangulares de los siste-
mas planos, y los tres de la parte inferior son esféricos, equivalentes a
1/24, 1/48 y 1/120 de esfera, respectivamente. Los triángulos de la izquier-
da son isósceles, lo que lleva a repeticiones de redes que no se dan en los
de la derecha, escalenos.
En la figura 4.3.a aparecen los poliedros regulares básicos de cada sistema,
y en 4.3.b sus duales; en ambos casos la semiarista corresponde a un cateto,
y el vértice del poliedro coincide con el del ángulo agudo contiguo del mó-
dulo triangular.
Figura 4.3.c: Romboedros; la arista es la hipotenusa y los dos tipos de vér-
tice coinciden con sus extremos.
Figura 4.3.d: La altura correspondiente a la hipotenusa es la semiarista; el
vértice de la red es el vértice rectángulo del módulo.
Figuras 4.3.e, f, g: vértice, la intersección de la bisectriz (recta o cir-
cunferencia máxima) de un ángulo con el lado opuesto; semiaristas, las dis-
tancias a los otros dos lados. ^
Figura 4.3.h: vértice, el incentro del triángulo; semiaristas, las distan-
cias a los lados.
En la figura 4.3.i hemos agrupado algunas formas isótropas cuyos módulos no
se ajustan tan fácilmente a la red correspondiente. Las dos formas de la iz-
quierda mantienen cierta analogía entre sí, pero hay una analogía mucho mayor
entre las tres formas de la derecha. Estas tres figuras son dobles módulos,
y por lo tanto triángulos isósceles (equilátero el plano), aunque los frag-
mentos de caras y aristas en ellos contenidos son asimétricos, en correspon-
dencia a su simetría no diedral. El doble módulo del sistema del cubo coinci
de con el módulo del sistema del tetraedro, por lo que este poliedro, cubo
achatado, puede incluirse también en el sistema del tetraedro, siendo de no-
tar cierta semejanza de este módulo con el del mosaico (3, 3, 4, 3, 4): en
ambos una cara cuadrada, cuyo centro es cíclico, se halla rodeada de otros
(6)3 ROMBOEDRO ^f3)6
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polígonos, coincidiendo cinco aristas por vértice, si bien en el mosaico
éste no es un punto interior del módulo, desplazándose a su perímetro, y
expulsando totalmente de él a dos f ragmentos de arista, dejando a un terce-
ro en posición f ronteriza.
Si observamos el vértice superior de los tres módulos de la derecha, vemos
que sus ángulos (60°, 72°, 90°) son respectivamente 1/6, 1/5 y 1/4 del án-
gulo completo, por lo que al funcionar este vértice del doble módulo como
centro cíclico aparecen en torno al mismo un exágono, un pentágono y un cua
drado, lo que ya sabíamos; fijémonos en que el doble módulo del sistema
del tetraedro tiene en el vértice superior un ángulo de 120°, es decir, 1/3
de ángulo completo, lo cual sugiere que en torno a él una figura análogo a
las tres de la derecha tendría en el vértice superior el centro de un trián
gulo. Pero la figura correspondiente, (3, 3, 3, 3, 3), a la que en este sis
tema llamaríamos tetraedro achatado (TA), tiene muchas más simetrías, y es
ni más ni menos que el icosaedro.
En la figura 4.3.j hemos representado este tetraedro achatado junto a sus
congéneres de los otros sistemas esféricos y del sistema plano equilátero
(podemos llamarlo más simplemente sistema triangular, reservando el término
semiequilátero para los poliedros en que el módulo era la mitad).
Ahora el menos satisfactorio de los cinco módulos, en cuanto a su parentes-
co con los otros, es (3, 3, 4, 3, 4). Pero reagrupemos de modo diferente
las dos partes del módulo en las figuras de la izquierda (utilizando para
(3, 3, 4, 3, 4) un par de enantiomorfos), y observemos el resultado en la
figura 4.3.k: el módulo doble, que ahora muestra claramente su simetría
diedral, es muy semejante; arriba es un cuadrado; abajo, la cara de un rom-
bododecaedro. De esta manera aparece una doble clasificación entre los mó-
dulos de estos poliedros: en los planos, módulos regulares; en los aboveda-
dos, no regulares; en los de simetría diedral, rombos, y en los cíclicos
triángulos.
En la figura 4.4. hemos representado al icosaedro como tetraedro achatado,
mostrando de nuevo la relación entre los correspondientes sistemas se sime-
tría: de los quince ejes binarios del icosaedro, tres corresponden a un par
de tetraedros; de los diez ejes ternarios, cuatro corresponden a un par de
tetraedros (un tetraedro siempre los comparte con el tetraedro dual). En
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4.3. LOS MODULOS DE LOS POLIEDROS ANISOTROPOS
Veamos ahora qué ocurre con las formas poliédricas no isótropas.
En el único sistema plano (3, 3, 3, 4, 4) podemos obtener un módulo trian-
gular dividiendo el rectángulo P4L44P'4L'44 por una diagonal, por ejemplo
P4L33P'4 ( figura 4.5.). E1 módulo contiene f ragmentos de arista que recuer-
dan bastante a los demás pentaedros que vimos en 4.2.; se parece a(3,3,4,3,4)
en el vértice periférico y la arista compartida con el módulo vecino como
f rontera de ambos, y a los demás en el f ragmento de arista cuyos extremos
están en otros módulos.
La proporción que guardan entre sí los catetos del triángulo rectángulo es
2+Y3, y sus ángulos agudos son de 15° y 75°; obsérvese que los ángulos de los
triángulos y cúadriláteros en que las aristas dividen al módulo son siempre
múltiplos de o^ = 15° .
Asf como solamente hay un sistema anisótropo plano, los sistemas anisótropos
abovedados son infinitos, existiendo uno para cada prisma o antiprisma. Como
ejemplos hemos representado los poliedros P5 y AP5 (figura 4.7.) y sus mó-
dulos.
E1 módulo de un prisma (figura 4.6.a) es un triángulo esférico birrectángulo,
por lo que su exceso esférico viene dado por el tercer ángulo, 180°/n =^t/n
radianes, siendo n el número de lados de la base del prisma, lo que repre-
senta '/4n esferás. Recuerda este módulo a los de las figuras 4.3.e, f, g:
el vértice del poliedro es la intersección de la bisectriz de un ángulo con
el lado opuesto, y las semiaristas son las perpendiculares trazadas desde él
hasta los otros dos lados, contiguos a dicho ángulo.
E1 módulo de un antiprisma puede ser el mismo (figura 4.6.b), con vértice
sobre uno de los lados iguales y semiaristas que van de él a los otros dos;
también puede tomarse como módulo el de la figura 4.6.c, triángulo con dos
ángulos suplementarios, siendo uno de sus lados arista del poliedro y la al-
tura correspondiente al vértice obtusángulo otra semiarista.
Para el prisma el valor del ángulo ^ puede obtenerse por el procedimiento
descrito en 1.2.13.1. ( figura 1.2.4.), haciendo a= b= 4, c= n(5 en este
caso), d1 = d2 V2, y d3 es la semidiagonal mínima de la base del prisma (en
este caso ^), y^= 180°-2$1 = 2aresend1 = 2aresen^.
P P
Para el antiprisma el ángulo ^r se obtiene siguiendo el procedimiento de
1.2.13.2.2. (figura 1.2.6.) con a= 3, b= n(5 en este caso), d1 = 1, d2,
para el pentágono, vale ^, y^r = V1 2= 2aresend1 = 2aresen'/P.
En nuestro caso resulta ser = 36° com robamoŝ con ello ue el anti ri m`^ , y p q p s a
pentagonal coincide con la faja ecuatorial que forman diez triángulos conse-
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pirámides pentagonales de caras equiláteras.^Análogamente, AP3 es el octaedro,
con un valor de ^= 45°.
En cuanto a lo ŝ prismas, sabido es que (4, 4, 4) P4 es el cubo, y también









Hasta ahora hemos centrado nuestra atención en la relación de los poliedros
con el plano y la esfera. En el caso del plano éste coincidía con la propia
superficie del poliedro, pero en el caso de la esfera de radio finito los
planos que pasan por su centro determinan elementos diferentes sobre la es-
fera y sobre el propio poliedro. Sobre aquélla arcos de circunferencia máxi
ma, sobre éste segmentos. En los poliedros regulares y semirregulares ambos
tenían extremos comunes, que eran los vértices, pero en los romboedros con
dos tipos de vértices éstos se hallaban sobre esferas diferentes. Vamos a
presentar ahora, limitándonos a los tres sistemas abovedados isótropos, los
poliedros fundamentales, no representando sus proyecciones sobre la esfera,
sino directamente sus aristas rectas y sus caras planas, utilizando el sis-
tema diédrico, del mismo modo que se hizo en 3.3.
Para cada si ŝtema hay dos poliedros auales entre sí. Coloquémoslos con sus
centros y elementos de simetría coincidentes. Variando los radios de las es-
feras de los vértices, caras y aristas obtendremos infinitos poliedros homo-
téticos. Escojamos uno de cada^ ĉlase haciendo iguales los radios de las co-
rrespondientes esféras de las aristas^. Coincidirán entonces los centros L de
éstas sobre dicha esfera. Estas aristas duales serán las diagonales de las
caras del romboedro del sistema, cuyos planos serán tangentes a ella. Por
consiguiente, la esfera de las caras del romboédro es la esfera de las aris-
tas de los poliedros duales, que sin embargo no tendrán en común las esferas
de vértices ni caras, salvo que ambos poliedros duales sean de la misma cla-
se. Así, el romboedro tiene dos esferas de vértices, en común cada una con
uno de los poliedros duales, y una esfera de las caras, que como hemos dicho
es esfera de las aristas de ambos, coincidiendo las dos esferas de vértices
en el sistema del tetraedro.
En las figuras que siguen hemos representado, para cada sistemá, centro de
las correspondientes esferas de sus vértices, sucesivamente el poliedro bá-
sico, el poliedro dual, el poliedro estrellado, no convexo, que forman con-
juntamente (unión), y el poliedro que encierran ambos (intersección). En es
tos dos últimos casos aparecen como nuevos vértices los puntos L, y nuevas
aristas que los unen. Entonces la esfera de las caras del romboedro, que
era esfera de las aristas de los poliedros duales, surge como una tercera
esfera de los vértices en la unión y como la única en la interseción. Además
de estos cuatro poliedros (básico, dual, unión, intersección), hemos dibuja-
do el rom6oedro del sistema (envolvente convexo mínimo de caras planas de
todos ellos) y por último un diagrama plano que relaciona en cada proyección
los vértices de tal romboedro.
Volvemos a ver que el tetraedro es dual de sf mismo, con lo que su romboedro
es regular (romboexaedro = cubo). La intersección de ambos tetraedros es el
octaedro (tetratetraedro), que también es regular. En los otros sistemas no
ocurre asf, apareciendo el par cubo y octaedro, con su rombododecaedro no re
gular y su intersección semirregular (cuboctaedro), y el par dodecaedro e
icosaedro, con su rombotriacontaedro no regular y su intersección semirregu-
lar, el icosidodecaedro.
Aunque no los representamos en este lugar, podemos adelantar que los demás
poliedros semirregulares de cada sistema (y de ahí sus nombres), son inter-
secciones de algunos de estos elementos, poliedro básico, dual y romboedro,
estableciendo entre los radios de sus esferas una relación tal que coinci-
dan sus intersecciones sobre otra esfera, y las distancias entre cada uno
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Analicemos los sistemas isótropos de simetrfa, atendiendo a sus tipos de
ejes :
Sistemas Tipos de ejes
Planos Abovedados
Cuadrado II IV
Tetraedro II III Autoduales
Cubo II III IV
Dodecaedro II III V No autoduales
Triang. eq. II III VI
Se observa inmediatamente que:
- Los ejes binarios son comunes a todos los sistemas, pasando siempre por el
centro de las aristas, L, de los poliedros básico y dual, que es centro de
la cara del romboedro.
- Los sistemas con dos únicos tipos de ejes son autoduales, esto es, el po-
liedro dual coincide en su forma con el básico. Un tipo de ejes es natural-
mente binario, y el otro tipo cóincide con el vértice o el centro de la ca-
ra.
- Los sistemas con tres tipos de ejes no son autoduales: si un eje no bina-
rio coincide con un vértice en un poliedro, pasa por el centro de una cara
en el dual (eje normal del capftulo 1).
- Solamente el sistema plano autodual (cuadrado) carece de ejes ternarios. '
Veamos otra vez en una tabla los poliedros, clasificados por tipos y siste-
mas, incluyendo los correspondientes romboedros (página siguiente).
Como se ve en dicha tabla, el sistema plano cuadrado presenta sólo tres for-
mas diferentes, incluido el romboedro, y de ellas dos son semirregulares.
E1 sistema del tetraedro tiene siete formas distintas, pero cinco de ellas
las comparte con otros sistemas: cuatro con el cubo (romboexaedro, que es
un cubo, tetratetraedro, que es un octaedro, rombitetratetraedro, que es el
cuboctaedro, y gran rombitetratetraedro, que es el octaedro truncado). Com-
parte tambien el tetraedro achatado, que es un icosaedro, con el sistema
del dodecaedro. Quedan asf como formas exclusivas del sistema el poliedro
básico y uno semirregular, el tetraedro truncado.
E1 sistema del cubo tiene nueve formas distintas, compartiendo como sabemos
cuatro con el tetraedro; tiene asf cinco poliedros exclusivos: de una parte
el básico y el romboedro, y además tres semirregulares, el cubo truncado y
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E1 sistema del dodecaedro tiene tambien nueve formas distintas de las que
comparte una, el poliedro dual, icosaedro que es el tetraedro achatado, y
las otras ocho son exclusivas, a saber: el poliedro básico, el romboedro.
y los seis semirregulares que posee en exclusiva.
E1 sistema triangular equilátero tiene ocho formas diferentes: los poliedros
básico y dual, la red de rombos y cinco formas semirregulares.
En resumen encontramos veinte poliedros semirregulares isótropos, de ellos
siete planos y trece abovedados. Los planos corresponden dos al sistema
cuadrado y cinco al triangular equilátero. De los abovedados hay uno en ex-
clusiva del sistema del tetraedro, dos compartidos por dicho sistema y el
del cubo, cuatro exclusivos de este último y seis del sistema del dodecae-
dro. E1 único tipo que es semirregular en todos los sistemas es el básico
truncado.
Por último observaremos que los dos sistemas planos son independientes,
mientras que los tres abovedados comparten poliedros. Esta interrélación
de los tres sistemas se manifiesta a través de las correspondencias entre
caras y vértices de poliedros básicos y duales de todos ellos.
Las caras del octaedro corresponden a las de dos tetraedros duales, y las
del icosaedro a las de diez tetraedros, perteneciendo cada una a dos de
ellos. Como dos caras opuestas del icosaedro pertenecen siempre a tetrae-
dros duales, es decir, a un mismo octaedro, se deduce que los diez tetrae-
dros forman cinco octaedros, cuya intersección produce el icosaedro, perte-
neciendo cada cara de éste a dos octaedros, de modo correlativo a cómo la
envolvente de cinco cubos da un dodecaedro, y en caaa cubo se inscriben
dos tetraedros.
Esta última relacibn entre dode ĉ aedro, cubo y tetraedro podemos expresarla
con más precisión aplicando la ley de dualidad de la geometría proyectiva:
Los vértices del cubo corresponden a los de dos tetraedros duales y los del
dodecaedro a los de diez tetraedros, perteneciendo cada uno a dos de el o.
Como dos vértices opuestos del dodecaedro pertenecen siempre a tetraedros
duales, es decir a un mismo cubo, se deduce que los diez tetraedros forman
cinco cubos cuya envolvente lineal es el dodecaedro, perteneciendo cada vér-
tice de éste a dos cubos.
Los_planos de las caras del
icosaedro coinciden con los
de los cinco octaedros y
los diez tetraedros.
Los vértices del dodecaedro
coinciden con los de los cin-
co cubos y los diez tetrae-
dros.
Por los vértices del icosae-
dro pasan las aristas de ^os cin
co octaedros circunscritos.
En las caras del dodecaedro es-







Por los vértices de cada oc-
taedro,pasan las aristas de
los dos tetraedros cincuns-
critos.
En las caras de cada cubo es-
tán las aristas de los dos te-
traedros inscritos.
6.1. POLIEDROS GENERADORES DE LOS SEMIRREGULARES
De las cuatro primeras filas del cuadro de poliedros regulares y semirre-
gulares ya nos hemos ocupado en el capítulo 5. En él se ha visto que los
polipoliedros resultan de la interseccibn de dos poliedros duales cuyas
aristas se cortan por estar situadas en las caras de un mismo romboedro;
los dos tipos de cara que tiene un polipoliedro en los sistemas no auto-
duales son cortados en su centro por los dos tipos de eje no binario, sien
do dichos ejes, naturalmente, perpendicuales a las caras (ejes normales).
Es obvio que en los sistemas autoduales, con un solo tipo de eje no bina-
rio, este poliedro es regular con todas las caras iguales.
Los dos tipos siguientes de poliedro, U y VI, poliedros truncados, coinci-
den con el tipo IV en que sus dos tipos de cara tienen como ejes normales
a los dos tipos de ejes no binarios de simetrfa (en el sistema del tetrae-
dro coinciden ambos tipos de eje en uno solo, que corta a dos caras opues-
tás de distinto tipo). Los planos en que se hallan las caras de un mismo
tipo pertenecen a un poliedro del tipo básico, y los que contienen a las
del otro tipo forman un poliedro dual. De esta manera, los poliedros trun-
cados son, como los polipoliedros, intersección de poliedros duales, si -
bien ahora cada uno tiene sus aristas sobre un romboedro de diferente tama-
ño.
Los poliedros de los tipos VII y VIII, .rombipolipoliedros, menores y grandes,
respectivamente, tienen en común el hecho de que no sólo los ejes no bina-
rios son ejes normales de caras, sino que también lo son los ejes binarios.
De aquf se deduce inmediatamente que los planos de estas caras pertenecen a
un romboedro. Por lo tanto, estos poliedros resultan de la interseccibn de
un poliedro básico, otro dual y el romboedro del sistema correspondiente.
Por último, los poliedros achatados tienen, desde luego, caras cuyos ejes -
normales son ejes de simetrfa no binarios, por lo que dichas caras coinciden
con las de los poliedros básico y dual, pero presentan un tercer tipo de ca-
ras, pertenecientes a un poliedro no visto hasta ahora. Podemos dibujarlo
para cada sistema abovedado eliminando las caras pertenecientes a los otros
dos y prolongando las restantes hasta que se corten entre sf. Llamaremos a

















Los poliedros achatantes presentan algunas novedades respecto a los estu-
diados hasta ahora.
6.2. POLIEDROS ACHATANTES
Sus caras, todas iguales, son pentágonos no regulares con aristas de tres
tipos. Dos de ellas, contiguas, son de uno, y otras dos, también contiguas
entre sf, de otro tipo. Del tercer tipo hay una sola arista en cada cara.
Los vértices comunes a cada par de aristas iguales se hallan sobre un eje de
simetrfa ciclica, que coincide con un eje de simetrfa no binaria del sistema.
Cuando el sistema es autodual, con un solo tipo de eje de simetrfa no bina-
rio, son iguales cuatro aristas. La quinta arista es siempre desigual, y su
centro está sobre un eje ciclico binario.
Como era de esperar, en los sistemas autoduales, con un solo tipo de eje de
simetrfa no binario y cuatro aristas iguales, existen planos de simetrfa,y
por tanto ejes diedrales, los binarios, y efectivamente, también los achata-
dos resultantes tienen simetrfa diedral.
6.2.1. POLIEDROS ACHATANTES ABOVEDADOS
En el sistema del tetraedro se trata de un dodecaedro pentagonal, que apoya
sus caras sobre las aristas del romboedro del sistema (romboexaedro=cubo) y
ambos tienen ocho vértices comunes, si bien es claro que dadas sus caras no
regulares no es el dodecaedro regular. En la figura 6.1.a se muestra-este^^do
decaedro proyectado sobre la red esférica del sistema. ^
En el sistema del cubo es un poliedro de veinticuatro caras, un icositetrae-
dro pentagonal, representado sobre la red esférica del sistema en la figura
6.1.b.
En el sistema del dodecaedro tenemos el exacontaedro pentagonál, de sesenta
caras, cuya proyección esférica aparece en la figura 6.1.c. ^
6.2.2. POLIEDROS ACHATANTES PLANOS
Totalmente análogos a los abovedados son los poliedros del tipo VIII relacio
nados con los sistemas planos cuadrado (figura 6.2.a) y triangular equiláte-
ro (figura 6.2.b).
Naturalmente, aquf los ejes de simetria son perpendiculares al plano del po-
liedro, teniendo su reflejo en centros de simetrfa en el mismo, mientras que
14F
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los planos de simetría normales al del poliedro, que sólo existen en el
sistema cuadrado, tienen su correspondencia en los ejes de simetría del
mosaico resultante.
1
6.2.3. LOS MODULOS DE LOS POLIEDROS ACHATANTES
En la figura 6.3. se ven los módulos de estos poliedros, ordenados como se
hizo en la figura 4.3. para los achatados; 6.3.a se corresponde con 4.3.j
(módulos triangulares), 6.3.b con 4.3.k (módulos rómbicos).
6.2.4. POLIEDROS ACHATANTES Y ROMBOEDROS
En 6.2.1. se ha visto que el dodecaedro pentagonal es envolvente del cubo
(sus caras contienen a las aristas de éste), como el cubo era envolvente
del tetraedro. ^
Se plantea entonces si los demás poliedros achatantes tienen la misma rela-
ción con los romboedros de sus sist.emas respectivos.
En el sistema del tetraedro se obtienen las aristas del romboedro (cubo)
trazando sobre las caras del achatante las diagonales que unen los vértices
de éste correspondientes a las caras del achatado (figura 6.4.c). Efectiva-
mente por este procedimiento se obtienen en los achatantes planos las co-
rrespondientes redes rómbicas (figura 6.4.a,b).
En apariencia, para los sistema del cubo y del dodecaedro se obtienen de mo-
do semejante un rombododecaedro y un rombotriacontaedro (figura 6.4.d,e),
pero un exámen atento revela que los rombos correspondientes no son planos,
sino que se componen cada uno de dos triángulos no coplanarios, por lo que
estos poliedros duplican sus caras, tratándose respectivamente de un icosi-
tetraedro y un exacontaedro, ambos triangulares (figuras 6.5.a y 6.5.b).
En las figuras 6.6.a, b hemos dibujado, para mayor claridad, los poliedros
achatantes de los sistemas del cubo y del dodecaedro, separadamente de los
poliedros anteriores.
6.3. POLIEDROS SEMIRREGULARES
Para terminar este capítulo adjuntamos los poliedros de los cinco sistemas,
representados los planos sobre la correspondiente red modular y los aboveda-
dos inscritos en el poliedro básico. No se incluyen en esta representación
los poliedros regulares básico y dual ni los romboedros de cada sistema, pe-
ro sí aquellos poliedros regulares de otros sistemas que completan el siste-
ma del tetraedro.
En la representación diédrica de los semirregulares abovedados se han incluí
do sólo tres vistas, proyectadas según la dirección de los tres tipos de ejes.
En el sistema del tetraedro, con solo dos tipos, la tercera vista es ortogo-
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